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Si un número indeterminado “x" de gobiernos (y/o personas), con x € N, y tal que 


x € (2,00) (y creo que me equivoco ho acotando superiormente, y no porque el 


húmero de países sea finito), dedicara una fracción propia a , con a << b, del gasto 


en injerencias y manipulación en terceros países, del gasto en armamento, del 
gasto en conflictos, de la explotación de personas, del .. en invertirlaen otros 
"asuntos menos importantes” como, por ejemplo, investigación, sanidad, 
tecnología, medio ambiente, cultura, lectura, conocimiento, tolerancia, respeto, 
educación, ... y en vivir y dejar vivir en paz, y que hacen a un país más 
fuerte, rico, saludable, tolerante y que, a medio y largo plazo, también 
producen muchisimos beneficios económicos, la probabilidad del suceso "salir 


un mundo mucho mejor” sería del 99 %. 


A Charo, Carmen y Lucía, porque 
gracias a ellas, he acabado más 
tarde. 


Y como no, a mis padres, que 
se fueron ya hace mucho tiempo. 


Y como no tengo a nadie, pues lo escribo yo. Así que: 


PRÓLOGO 


La decisión de comenzar a escribir este texto fue debido a un hecho que, 
probablemente, nos ha ocurrido a muchosZ/as: “perder el pen con toda la 
información, ejercicios, temas, .. desde 1% eso a 2” bachillerato". No tenía otra 
copia, no utilizabala nube, esa nube. Un desastre. 


Pero, como no hay mal que por bien no venga, ¿por qué no ir escribiendo las 
clases en forma de un manual, que el alumnado pueda seguir con la ayuda de su 
profesor/a y rehacer un poco el entuerto? 


Este texto no es más que el traslado de las clases a papel, clases que no solo 
han ido cambiando a lo largo de 27 años en la docencia, sino en el propio tiempo de la 
escritura de este manual. La estructura de como comenzó el texto ha cambiado a lo 
largo de estos 3 años, aproximadamente. Pero ha de tener un final. 


La forma de dar clase cuando comenzaba como interino en centros de los que 
tengo muy buenos recuerdos, como el IES Luís Barahona de Soto (Archidona), o 
centros donde, ya con las oposiciones aprobadas, nos asentamos, vivimos, crecimos y 
hos acogieron con cariño tanto a mí como a mi familia, como el IES Andrés Pérez 
Serrano (Cortes de la Frontera) o el ¿penúltimo? como el IES Villanueva del Mar (La 
Herradura), la forma de impartir y trabajar la clase ha ¡do cambiando 
progresivamente. La sociedad, los valores, la tecnología, el alumnado, la metodología y, 
por supuesto, la "multitud" de leyes han cambiado. Y nosotros también (esperemos que 
a mejor). 


¿Estamos seguros que un alumno/a de 4” sabe el significado de una fracción? 
¿O de un tanto por ciento? ¿O incluso, sabe hallar estos tantos por ciento? ¿Sabe lo 
que hace cuando resuelve una ecuación o un sistema? ¿Sabe ......? ¿De verdad estamos 
seguros? 


Una gran parte del alumnado que llega a 4% no sabe resolver problemas en los 
que, por ejemplo, aparecen tantos por ciento o fracciones. O no saben resolver 
problemas en los que aparecen áreas o el propio teorema de Pitágoras, y no digamos el 
de Thales. Y no hablemos de las simplificaciones que hacen, o de la mecanización de 
procesos. 


En la mayoría de los libros que nos encontramos, las unidades o temas aparecen 
aislados. La aritmética por un lado, la geometría por otro, el ... Y cuando se termina 
uno, se aparca y pasamos al siguiente. 


Desde mi punto de vista, el cálculo, la trigonometría, las funciones, el álgebra, ... 
deben ir apareciendo de forma cíclica a lo largo de todo el curso, con ejercicios y 
problemas que "evoquen” al conocimiento ya adquirido, avanzando con pequeños y 


nuevos contenidos, ejemplos y problemas que les permita aplicar lo aprendido para que 
su aprendizaje sea más eficaz. Aquí no hay nada nuevo, lo que hay dentro ya lo 
conocemos. Simplemente, una forma un poco distinta de que el alumnado vaya 
adquiriendo los contenidos y las competencias. 

Los ejercicios, los problemas y las “demostraciones” ponen en funcionamiento la 
evocación de lo que conoce (que le ayuda a afianzar sus conocimientos y destrezas en 
la memoria), el razonamiento, el ingenio, el poder elegir y tirar por un lado o por otro, 
y el tener la oportunidad de equivocarse, que tan importante es para el avance de su 
conocimiento y formación. 

¿Funciona? No siempre. Lo único que puedo decir es que, la mayoría de las veces, 
si me ha funcionado. 

Así que, espero que guste. Sería una gran alegría que se usara "muchísimo". Me 


encontraréis en la dirección ernesto.dudasmatematicasOgmail.com para cualquier 
error, fallo, crítica, idea o lo que se quiera. 
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Un matemático llamado Paul Halmos dijo esta frase: 
“La única forma de aprender matemáticas es hacer matemáticas” 
Pues no esperemos más y vamos a ello. 


EMPEZAMOS. UNIDAD PRIMERA Y ÚLTIMA 
1. Fracciones. (Un poco de repaso y aclaración de conceptos) 


Egipto fue la primera civilización que utilizó las fracciones. En ese momento, solo tenían un 
numerador y un denominador positivo, no se escribían como ahora y surgieron de la necesidad 
de medir. Fue Fibonacci el que introdujo la barra horizontal que separa el numerador del deno- 
minador. Las fracciones son también llamadas racionales y alude a razón, parte o trozo. 


Vamos a recordar como llegamos a ellos y, no necesariamente igual, que como se hizo a lo lar - 
go de la historia. 


Partamos del conjunto de los Naturales IN =(0,1,2,3,..), Si operamos en este conjunto, por 
ejemplo la resta, observamos que puede ocurrir que el resultado no pertenezca a este conjunto. 
Por ejemplo, 3-6. 

Por tanto, surge la necesidad de definir un conjunto más amplio que englobe a IN . A este 
conjunto lo llamamos Enteros, Z =f...-3,-2,-1,0,1,2,3,...) 


Pero, si quiero repartir 3 panes entre 2 personas (dos números enteros), resulta que 3 no es 
múltiplo de 2. Necesito dividir 3/2 para repartir, pero su resultado no pertenece al conjunto de 
los enteros (en este caso, naturales). Necesitamos un conjunto más amplio que englobe al ante- 
rior. Este conjunto es el de los números Racionales, (Q . Vamos a partir de aquí, de este con- 
junto. 


Una forma de definir el conjunto de los números racionales Q , puede ser a partir de la 
ecuación a:x = b, con "a" y “b" enteros y "a" distinto de cero. Entonces (y como ya sabes) 
x = b/a. A este conjunto se le llama Q , conjunto de los números racionales, y tienen varios 
significados. 


Q =fb/a:atZyb€Z;azxO0). 


Vamos a ver uno de estos significados, comiéndonos “2 trozos" de una tarta rectangular (o 
recta real) dividida en "3 trozos". 


Y EA — 
A + 


2/3 2/3 


Pero tenemos mucha hambre. Así que nos vamos a comer más de una tarta 


1 2/3 


Es decir, 5/3 = 1+ 2/3 ó 1 2/3; (5=1-:3+2). 


A los números racionales, por ejemplo 5/3, escrito de la forma 1 2/3 se les llama números 
mixtos. Nos da una idea de cuántas unidades completas y trozos de la siguiente representa di- 
cho número racional. 


Ejercicio. Escribe los números racionales siguientes de forma mixta. 
4/3, 10/3, 10/2, 9/4, - 3/2,12/5 


Ejercicio. Escribe en forma racional los números mixtos siguientes 
(5272 31823 3 + 


Ejercicio. Representa en la recta real los números racionales del ejercicio anterior. 


1.1. Fracciones Equivalentes 


Como su nombre indica, dos fracciones que sean equivalentes deben representar el mismo nú- 
mero, cantidad..... 


Por ejemplo: + y 6/8 


Y = 3-0,25 = 0,75 6/8 = 6-0,125 = 0,75 


Si hubieran sido los trozos de una tarta que se han comido dos personas, se habrían llevado 
al estómago la misma cantidad. 


¿Y si vemos la fracción como, lo que vamos a llamar más adelante, "razón"? Imagina que en 
esa tarta tan buena que nos hemos comido, en su receta se ponen 3 partes de azúcar por cada 
4 de harina. Entonces 0,75 = 7 , serían los gramos de azúcar por cada 1 gr de harina (unidad de 
harina), que son los mismos que si ponemos 6 partes de azúcar por cada 8 partes de harina. 


A estas dos fracciones se les llama fracciones equivalentes. 


Ejercicio. Comprueba que, multiplicando o dividiendo el numerador y denominador por un mismo 
número, la fracción que se obtiene es equivalente a la primera. 


Ejercicio. Escribe 2 fracciones equivalentes por ampliación a % 
Ejercicio. Escribe 2 fracciones equivalentes por disminución a 100/30 


Ejercicio. Si se utilizan 200 cm? de leche por cada 10 gr de cacao, halla la parte de leche por 
cada gramo de cacao y la parte de cacao por cada cm? y por cada litro de leche. 


Ejercicio. Una Relación de Equivalencia es una relación que cumple tres propiedades. Búscalas y 
aplica lo anterior a la relación "igual que (=)" en el conjunto de los números racionales. 


¿Cómo podemos comprobar si dos fracciones son equivalentes? 


Dos fracciones equivalentes representan el mismo número. Por tanto, su cociente tiene que 


3,6 aa id e o 
ser igual a 1. *g = 1. Como ya sabemos dividir dos fracciones, y es multiplicar la fracción divi- 
' al ad 36_ 3:8 , ; bs 
dendo por la inversa de la fracción divisor Aa” 46” 1. Por tanto, si el cociente es 1, signi- 


fica que 3:8 = 4-6, lo que significa que el producto cruzado tiene que dar el mismo número. 


Esto es una herramienta que nos permite comprobar si una serie de fracciones son equivalen- 
tes. Y también nos permite hallar términos desconocidos, sabiendo que son equivalentes. Aun- 
que, en muchas ocasiones es más conveniente y “entendible” (vaya palabro) buscar por qué nú- 


mero se ha multiplicado (o dividido) el numerador y/o denominador para hallar el valor descono- 
cido, que realizar la operación de despeje de dicho valor. 


Ejemplos: 
- ==. El denominador 5 se multiplica por 5 y da 25. Por tanto, 3:5 = 15. 


O también 3:25=5:x > x=3:25/5 
Vamos a representarlo. Para facilitar nuestro dibujo, supongamos un pentágono regular. 


Desde el "centro" (un pentágono 
regular se puede inscribir en una 
circunfencia) unimos con los 
vértices, obteniendo 5 triángulos 
isósceles de ángulo desigual 72" 
(3609/5). 


Si cada  triángulito lo 
dividimos en 5 partes, 
tenemos 25. Si cogemos 15, 
tenemos los señalados en 
verde. 


Como la superficie sombreada es la 
misma en ambos pentágonos, el cociente 
de ambas superficies debe ser 1. 


El denominador 12 se divide por 3 y da 
4. Por tanto, 21:3 = 7 


O también, x/4 = 21/12  12:x = 21:4 
> x=21:4/12 


3/5 15/25 


Ejercicio. Representa, mediante una forma elegida por ti, el anterior ejemplo. 


Ejercicio. Halla el valor desconocido: 
a.- 2/5=x/60; 4/3 = 24/x:12/3 = x/36 ; 16/x = x/4 
b.- x/3= 20/12 = 60/y = 25/z = 1/27 


Ejercicio. Representa en la recta real los números siguientes: 
2/5:3 4 - 2 1/3: 5/8 


Ejercicio. Halla dos fracciones equivalentes a cada una de los números del ejercicio anterior. 


Ampliación. ¿Sabrías hallar la superficie del pentágono anterior si tuviera de lado desigual 4 cm? 


Problema. Se quiere dividir un rectángulo de 120cm por 80 cm en cuadrados con la máxima su- 
perficie posible. ¿Cuánto medirá el lado del cuadrado? 


Problema. En una fiesta de niños y niñas de 1? de primaria, se reparte 1 caramelo a cada uno. Si 
se reparten de 5 en 5, de 6 en 6 y de 9 en 9, no sobra ninguno. ¿Cuál es el número de niños y 
niñas que hay, si se sabe que está entre 150 y 200? 


Problema. Al día siguiente se vuelven a repartir de la misma forma a otro grupo de niños y ni- 
ñas, y resulta que cuando se reparten de 5 en 5 sobran 4 caramelos, cuando es de 6 en 6 sobran 
2, y cuando es de 9 en 9, sobran 5. ¿Cuántos alumnos hay si se sabe que están entre 200 y 300? 


Fíjate en la siguiente definición: Número Racional 


Si cogemos una fracción y todas sus equivalentes, a ese conjunto lo llamaríamos Núme- 
ro Racional. Lo denotamos por su "fracción irreducible”. 


3 = [1/2, 2/4 3/6, 48, ..];: 2/3 = [2/3, 4/6, 6/9, ...]; ... 
Si cogemos ahora todos los números racionales, obtenemos el conjunto de los Números 
Racionales "Q”. Tal y como teníamos definido Q, no distinguía entre fracciones equiva- 


lentes entre sí. Ahora, todas las fracciones equivalentes entre sí, representan un solo 
número racional (por decirlo de alguna manera, ya no están repetidos) 


2. Calculo mental 


Comencemos por la suma, 


¿Cómo sumarías 74 + 58? Lo que solemos hacer es sumar de derecha a izquierda. Primero las 
unidades (8+4= 12 > 2 y nos llevamos 1) y después las decenas (7 + 5 + 1 que me llevo = 13), ob- 
teniendo 132. 


Pues la manera más sencilla y rápida, es de izquierda a derecha. Sumar las decenas y después 
las unidades 70+50 = 120 y 4+8 = 12 => 120 + 12 = 132 


O de esta otra forma 74 + 58 > 74+50 = 124 > 124 + 8 = 132. 


Estos dos últimos casos, son más rápidos, más operativos y más natural, en cuanto a lo que 
significa la suma (sumamos decenas y después unidades) y no tenemos llevadas de operaciones 
anteriores. 

¿Cómo sumaríamos 568 + 346? 


1” forma: 500 +300=800 60+40= 100 (ya vamos por 900) 8 + 6 = 14 > 914 
2 forma: 568 + 300 = 868 > 868 + 40 = 908 => 908 + 6 = 914 


Ejercicio. Suma los siguientes números mentalmente, utilizando las dos técnicas anteriores. 
45+56;: 34+87; 94+38: 59+37; 456+987; 234+763; 684+826; 938+369; 4476+3968 


3. Orden 


En este caso se trata de ver que fracción es mayor o menor que otra. Consideremos la "rela- 
ción <” entre dos números racionales. 


Cómo ya sabes, si sus denominadores son iguales, entonces será menor el que tenga el 
es menor. 


Ejemplo. 


1 34 -2/4 -1/4 0 1/4 2/4 3/4 1 


Ejercicio. Ordena los siguientes números para poder poner el signo de relación anterior (<) de 
manera correcta y representa en la recta real. 


5/6: -2; 8/6; -1/6; 3; 4/6: 6/6 


También sabes que, si sus numeradores son iguales, será menor el que tenga el 


Ejemplo 1 34 24 Go 2/4 34 1 


Te ea — 


Ejercicio. Ordena los siguientes números para poder poner el signo de relación anterior (<) de 
manera correcta y representa ordenados en la recta real los siguientes números: 


2: 3/6; 3/5; 3/-6; 14 
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3.1. ¿Qué ocurre cuando son distintos los numeradores y los denominadores entre sí? 


Basta buscar fracciones equivalentes a las anteriores con el mismo denominador y aplicar la 
primera regla. Esto, además, nos permite hallar fracciones comprendidas entre otras dos da- 
das. 


¿Qué es lo que estamos haciendo? Estamos dividiendo en un número común e igual de trozos, 
mayor o igual que el mayor de los denominadores. Una vez hecho, al tener los trozos del mismo 
tamaño, ya sabemos quién es más grande. 


Por ejemplo 


2/3 1/2 


4/6 = 2/3 3/6 = 1/2 
4/6 > 3/6 —= 2/3 > 1/2 


¿En qué número común de trozos dividimos? En un múltiplo común de ambos denominadores. El 
más pequeño de todos, el mínimo común múltiplo. 


Ejercicio: Ordena las siguientes fracciones utilizando las reglas anteriores de forma combina- 
da. 
2/3, 4/5, 8/3, -2/3, 6/2 


Busca un denominador común a todas ellas. Por ejemplo, el m.c.m. = ............ 


Halla las fracciones equivalentes a cada una de ellas con ese denominador. 


Representa en, una recta las fracciones originales y debajo, en otra recta, las fracciones equi - 
valentes a cada una de ellas. 


Ejercicio: Ordena las siguientes fracciones: 5,17,27,22/4, 7/3,2 % 


Ejemplo. Escribe una fracción que esté entre 5/8 y 3/4. 


Vamos a buscar fracciones equivalentes con el mismo denominador, es decir, ¿ y 6/8. 
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Como vemos, no puedo colocar un entero en medio de los dos numeradores. Entonces, busca- 
mos otro denominador común que nos dé fracciones equivalentes a las dadas con numeradores 
separados, al menos, dos unidades. 


Multiplicando por 2 > 10/16 y 12/16. Por tanto, el 11/16 está entre esas dos fracciones. 
Pero, ¿y si tenemos necesitamos 2 fracciones? Con las anteriores solo puedo el 11/16. 


Pues cojamos unas fracciones equivalentes a 5/8 y 6/8 con un denominador mayor. Por ejem- 
plo, multiplicando por 3. 


15/24 y 18/24 = pues las fracciones 16/24 y 17/24. 
Ejercicio: Halla 4 fracciones entre 5/8 y 6/8. Halla otras dos fracciones entre Y y + 


Ejercicio: Halla tres fracciones entre 2 Y y 23%. 
(Pista: puedes pasarlas a fracción y aplicar lo visto hasta ahora o puedes buscar las 3 fraccio- 
nes entre 1/3 y 2/3 y escribirlas después correctamente) 


Ejercicio. Halla 2 fracciones entre 2 Ys y 5/2. 
Nota. También se pueden ordenar las fracciones utilizando su expresión decimal. 


Ejercicio: Busca las propiedades que cumple una "Relación de orden" y pon un ejemplo de cada 
una de ellas con la relación “menor o igual" en el conjunto de los Racionales Q. 


4. ¿Cómo se representan las fracciones en la recta real? 


Ya hemos representado anteriormente trozos en la recta. Por ejemplo, ya representamos 3 
como trozos en la recta real => 


Representemos ahora 7/4 


O visto de otra forma > 7/4 =1 ¿. Es decir, una unidad y 3 de la siguiente 


Ejercicio. Representa en la recta real y ordena los siguientes números: 
213,2 4/13 1412/32/34 


Ejemplo: Representa en la recta el número 1/3; 4/9, 2/8; 10/8 


A la hora de representar en la recta o dividir manualmente, por ejemplo en 3 partes iguales, 
es relativamente fácil. Dividir ahora en 6 o en 9 partes es muy fácil. Fíjate que 6 y 9 son múlti- 
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plos de 3 (6 = 3-2 y 9 = 3-3). Bastaría dividir en 3 partes iguales. Después, para el 6, en 2 
partes iguales cada una de las 3 anteriores y, para el 9, en 3 partes iguales. 


3 partes 6 partes 9 partes 


El número 11/9 es el 1 2/9. Por tanto, bastará coger una unidad y representar el valor de 
2/9 en la siguiente unidad 


BPBLAEAAS > AT 


Por tanto, esta es una forma útil de dividir por un número múltiplo de 2, 3 o 5. 


Ejercicio: Representa, de forma aproximada, en la recta real, los números 3; +: 5/8; 10/8 


Ejemplo: Representa en la recta el número 3/5. 


Se puede dividir por 5 o 7 de forma aproximada. Sin embargo, si lo queremos hacer un poco 
más exacto, podemos echar mano de una aplicación del Teorema de Thales (que lo vamos a ver 
un poco más adelante). Dividamos el segmento siguiente en 5 partes iguales 


0 pl 


Observa lo que se va realizando y tu profesor/a te puede guiar. 


12 Dibujamos una recta auxiliar cualquiera, Unimos el final de esta recta con el extremo final de la unidad, y ya 
Y la dividimos en 5 partes iguales de cualquier se van trazando paralelas a ésta, quedando el segmento dividido en 
medida, 5 partes iguales, 


Ejercicio: Representa en la recta real los números 2/7, 10/7, 4/5 y 7/5 
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5. La fracción como operador 


Una pregunta difícil: ¿cuánto es la mitad de 4? Que pregunta más absurda. Pues "2". 


Mitad es dividir entre 2. Si tenemos una tarta dividida en cuatro trozos, cada trozo es + de 
tarta. La mitad de la tarta, 2 trozos. (+ + 4 = 2/4 = 3 de tarta). 


Supongamos que tenemos 4 tartas, su mitad son 2 tartas 


4 tartas 4 tartas 


1 1 paran Dividimos la tarta en dos trozos 
(1/2). Por tanto, cada trozo está for- 
mado por 2 tartas. La mitad, por tanto, 


Y de 4=2 Y de 4=2 2 tartas. 


Y de4=%-4=4/2=2 


¿Qué hemos calculado? La parte de una cantidad. Vamos a ver varias formas con ejemplos. 


Ejemplo 1. Imaginemos que tenemos 2 tartas. ¿Cuánto son los 2/3 de estas 2 tartas? 


Debemos calcular 2/3 de 2. (en este caso 2 no es divisible por 3) 


tarta 1 tarta 2 
2/3 de 1 + 2/3 de 1 = 1 1/3 = 4/3 
En total 4 trozos 2/3 de 2 = 2/3 - 2 = 4/3 


Ejemplo 2. Imaginemos que tenemos 3 tartas ¿cuánto son los 2/3 de 3 tartas? 


Tarta 1 Tarta 2 Tarta 3 
2/3 de 1 y 2/3 de 1 y 2/3 de 1 


O de otra forma, como 3 es divisible por 3, entonces 
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Tartal Tarta2 Tarta3 
1 si el total de 3 tartas, las dividimos en tres partes, cada parte estará for- 
mada por 1 tarta. Por tanto, si cogemos 2 partes, cogemos 2 tartas. 2/3 
de3es2 > 2/3de3=2/3:3=2 


Ejemplo 3. Imaginemos que tenemos 6 tartas. 6 es divisible por 3. Si dividimos en tres partes 6 
tartas, cada parte estará formado por 2 tartas 


6 tartas 
, Si cogemos 2 partes, obtenemos 4 tartas. 2/3 de 6 es 4. 
2/3de6=2/3:6=4 


Ejemplo 4. Y si nos pidieran calcular los 4/3 de 6. 
4/3 = 1 1/3. Por tanto 4/3 de 6 = 1 1/3 de 6 = 1 de 6 y 1/3 de 6 = 


lde6esó6 y %Y% de 6 es 2. Por tanto, suman 8 (4/3 de 6 = 4/3: 6 = 8) 


Ejercicio. Calcula dibujando manualmente y de forma analítica los siguientes: 
2/3 de 9: 5 de 3; 3/5 de 10; 3/5 de 2; 4/3 de 9; 4/3 de 3; 4/3 de 5; 8/3 de 6; 8/3 de 4 


Ejercicio. Calculo mental. Calcula mentalmente las siguientes sumas 


34+67 347+216 1569+3782 
58+74 874+459 2896+9547 
95+33 765+983 6894+5780 
89+72 783+519 6821+9735 


Ejemplo de aplicación. Tenemos un tonel lleno de agua. Le sacamos las + partes que son 120 li- 
tros. ¿Cuántos litros tiene el tonel? 


Esta parte es la que queda (5) 


De forma analítica, 
3/4 partes del total son 120 | 


> 


Total = 120:4/3 = 160 litros 


Estas 3 partes son las que salen 
(120 |) que son 3 partes de 4. Por 
tanto, cada parte son 40 litros. 


En total hay 160 litros 


X litros 
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Ejemplo de aplicación. En un segundo tonel lleno de agua sacamos las 3/5 partes. Dentro que- 


dan 20 litros de agua. ¿Qué capacidad tiene este segundo tonel? 


Esta parte es la que queda (2/5) 
que son 20 |. Por tanto, cada 
parte (1/5) es la mitad, 10 litros. 
El resto (3/5) es lo que sale, que 
son 30 litros. 


X litros En total hay 50 litros 


De forma analítica: 

3 de 5 partes salen, 2/5 quedan 
dentro y son 20 litros => 

2/5 del total = 201 => 

Total = 20:5/2 = 50 litros 


Ejemplo de aplicación. En un tercer tonel, el primer día sacan 1/3 del total de su capacidad. El 


segundo día sacan las 5/8 partes de lo que quedaba. Como no midieron todos estos litros, saca- 


ron lo que quedaba dentro y midieron 30 litros. ¿Qué capacidad tenía el tonel? 


12 día: 
sale 1/3 
22 Día: 

Los 2/3 restantes se dividen 
en 8 partes. Cada tercio 
queda dividido en 4 partes. 
Salen 5/8 delos 2/3 

12 día: 

quedan 2/3 


quedan 3/8 de los 2/3 
que son 30 litros > 
Cada división son 10 litros 


En total hay 120 litros 


12 día: sale 1/3 > 
quedan 2/3 
Resolución 1 
22 día: 
salen 5/8 de 2/3 95/83 - 2/3 = 10/24 =5/12 > 
quedan 3/8 de 2/3 > 3/8 - 2/3 = 6/24 =%. 
> Y, del total = 301. 


3 Total =30-+ 4/1=1201. 


Resolución 2. 
22 día: salen 5/8 de 2/3 = 5/12 
Entre día 1 y 2 salen 1/3 + 5/12 = 9/12 > 
Quedan 3/12 = % 
3 Y del total = 3013 Total = 30 - 4/1 =1201 


Problema de ejemplo. Un ganadero va sacando, durante varios días, maíz del granero para ali- 


mentar a su ganado. Por la mañana les saca 7 de los sacos que tenía. Al llegar al mediodía, ve 


que se lo han comido y les saca la mitad de lo que le quedaba. Cuando regresa al día siguiente, 


ya se lo han comido todo y observa que solo le quedan 9 sacos. Necesita saber los kilos de maíz 


que tenía al principio para saber lo que se suelen comer en un día y tener cierta previsión. Si 


cada saco tiene 25 kg de grano, ¿cuántos kilogramos tenía al principio y cuánto se comieron 


este día? 


Siguiendo en nuestra aplicación del tonel, fíjate que hemos hallado las fracciones que corres - 


ponden a la cantidad de litros que han ido saliendo y quedando en el tonel. Pero, ¿lo podemos ha- 


cer más fácil? La respuesta es sí. 
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El 1% día sale Ys Vamos a fijarnos Al final, qué tenemos 
y quedan % . en el 29 día 


Si cogemos el Y inicial que salió y 
did ahrlé lo dividimos también en 4 partes 
... 2/, que nos quedan en iguales, renemes la figura de al 
8 partes, sacamos 5. lado. Al final tenemos nuestro 
Al final, resulta que tonel entero dividido en 12 partes 
cada tercio de estos iguales. Solo hay líquido en 3/12, 
dos iniciales que que son 30 litros. Por tanto, 1/12 
19 día: quedaron, los hemos son 10 litros. Luego si 1 de 12 son 
cis dividido en 4 partes 10 litros, entonces tendremos 
iguales. 12:10 = 120 litros. Más fácil, 
imposible. 


Ahora, te toca resolver problemas a ti. Pero piensa que, donde pone litros, puede poner kilos, 
distancia recorrida, .... Sólo cambia el enunciado con sus unidades pero, a efectos prácticos, el 
problema es equivalente. 


Problemas. Resuelve los siguientes problemas de las dos formas anteriores. 


1. Un coche hace un viaje en 2 días. El primer día recorre 1/3 del trayecto y el segundo día 
700 km. ¿Cuántos kilómetros tiene el trayecto? 


2. Un corredor hace una carrera de 320 km. El primer día recorre la tercera parte. El segundo 
día recorre las 2/5 partes de la mitad del recorrido que quedaba. El último día, el resto. ¿Cuán- 
to recorre cada día? 


3. En un comercio tienen una gran cantidad de naranjas distribuidas uniformemente, aunque no 
saben los kilogramos. El primer día venden, aproximadamente, la cuarta parte. El segundo día, 
las cuatro sextas partes de lo que le quedó el día anterior. Al ver lo que le quedaba, lo pesó y 
resultaron 100 kilogramos. ¿Cuántos kilogramos tenía al principio y cuántos vendió? 


6. Proporcionalidad 

Para comenzar, vamos a definir qué es magnitud, pero no vamos a entrar en la definición ma- 
temática de magnitud y cantidad de magnitud, solo nos quedaremos con la idea intuitiva y bási- 
ca de ella. 


Una magnitud es una entidad que podemos medir. Y “medir” es comparar esa entidad con otra 
de la misma naturaleza (del mismo tipo), la cual se ha decidido tomar como unidad. 


Por ejemplo, cuando decimos que la masa de un cuerpo son 20 kg estamos diciendo que, si 
comparamos la masa de nuestro objeto con la que se ha tomado como unidad y a la que se ha 
establecido con un valor de masa 1 kg, la masa de nuestro objeto es 20 veces la de dicha uni- 
dad. 
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Razón: Comparación de dos cantidades, midiéndose a partir de la división de estas dos cantida- 
des. La razón se puede expresar mediante una fracción. 


Por ejemplo, si nos dicen que la razón de chicas a chicos en una clase es 3/2, no quiere decir 
que en la clase haya 5 personas. Sino que, por cada 3 chicas, hay 2 chicos, sea cual sea el total. 


O dicho de otra forma, como 3/2 = 1,5, significa que hay "1,5" chicas por cada "1" chico. En el 
caso hipotético que la clase tuviera 5 alumnos, 3 serían chicas y 2 serían chicos. Si tuviera 10, 
6 serían chicas y 4 chicos. Pero en la clase puede haber más alumnos/as. Más abajo vamos a ver 
un ejemplo que nos lo va a aclarar. 


Ejercicio. Halla la razón de los minutos que estás en el instituto con respecto a los minutos del 
día. 

Nota: La razón no tiene que ser siempre una fracción (cociente de enteros). Por ejemplo, la ra- 
zón de la longitud de una circunferencia con respecto a su diámetro es el número T (1/2:r = m). 
Sin embargo, por ahora, vamos a trabajar con las fracciones. Y ya que ha salido el número rr, en 
el anexo correspondiente encontrarás cómo se llego a obtener este número “irracional”. 


Ya podemos ir intuyendo que, las razones pueden comparar dos magnitudes diferentes (por 


ejemplo, kilos/precio) y, sin embargo, las fracciones comparan el mismo tipo de magnitudes. 


Proporción: Es la igualdad entre dos razones o más. Por ejemplo, 6/4 es una razón y 3/2 otra. 
Resulta que 3/2 = 6/4. Por tanto, forman una proporción. ¿Te suena esta igualdad a fracciones 
equivalentes? 


Nota: Las proporciones aparecen, generalmente, como la igualdad de dos fracciones. 


Ejercicio. Halla los valores que faltan, sabiendo que las fracciones son equivalentes. 
4/8 = x/2 = 20/y = 36/z = t/216 
Ejemplos de magnitudes proporcionales: 
La longitud de la circunferencia con su diámetro ( Appa , la masa de un 


“M z4 m . . . . 
cuerpo "homogéneo" y su volumen '/;=densidad , la distancia medida sobre un plano o mapa 


realizado a una escala dada y la distancia real (por ejemplo, escala 1:500 -aplicación del teore - 
ma de Thales-)..... 
Ejercicio. Pon algunos ejemplos de magnitudes proporcionales 


Ejemplo. Vamos al primer ejemplo. Supongamos que en la clase hay 3 chicas por cada 2 chicos. 
Si el número de chicos que hay en clase son 20, ¿cuántas chicas hay? 


=> Razón de chicas a chicos en la clase: 3/2. => Número de chicos en clase: 20 


Por tanto, las razones, vamos a llamarlas "hipotética" y "real", de chicas a chicos tienen que ser 
la misma y por tanto, formar una proporción. Vamos a ver distintas formas de hallarla. 


Resolución 1 Resolución 2 
Y 
2 20 
7 Ñ E _ qn . 
Cómo 2:10=20> 3-10= 30 x= 204, = 30 chicas 


Hay 30 chicas. 


Resolución 3 


Clase de 5 alumnos Clase de y alumnos (misma razón) 
es E Ñ E E ¿ 


Chicas:3 Chicos: 2 Chicas: x Chicos: 20 => 30 Chicas >Total: 50 alumnos 


Más ejemplo. Si el número total del alumnado en clase es 60, ¿cuántos chicos y chicas hay? 
Razón de chicas a chicos en clase 3/2 
Total de alumnos en esta clase hipotética: 5 
Razón de chicas a total de alumnado hipotética: 3/5 
La razón "hipotética" y la "real" de chicas al total de alumnado en clase deben ser la misma y 
formar una proporción. 


Resolución 1 Resolución 2 
le 
5 60 
: _ _ P _ 3/ _ ] 
Cómo 5-12 =60 > 3-12=36 ó y = 60-/£ = 36 chicas 


Hay 36 chicas > 60-36 = 24 chicos 


Resolución 3 
Razón de chicas a chicos igual a 3/2. Por tanto, en 60 alumnos en total, se tiene que seguir 
teniendo la misma razón. Es decir, que si el número de chicas es "y", entonces y = 3:k. Y si el nú- 
mero de chicos es *x", entonces x = 2:k. 
Y, además, el número de chicas más el número de chicos es 60. Entonces, 3-k + 2:-k = 60 


n* chicas 3-k 
n* chicos 2 2:k 


Por tanto, y 5:k=60 => k=60/5 = 12 => 


n.2 chicas = 3:k = 3:12 = 36 chicas y  n.* chicos = 2:k = 2:12 = 24 chicos 


3; 


Resolución 4 


Clase de 5 alumnos Clase de 60 alumnos (misma razón) > 60/5 = 12 
Cada división son 12 alumnos 


1 1 12 ¡12 
Chicas: 3 Chicos: 2 Chicas: x Chicos: y 
Total: 5 36 chicas 24 chicos 


Habría otro tipo de resolución, que sería utilizando la ya conocida "regla de tres”. Es una he- 
rramienta operativa muy útil, pero mecánica que no nos deja ver el significado y la naturaleza 
del problema. 


Ejercicio. En un aparcamiento hay motos y coches. La razón de motos a coches es de 5/8. Si en 
total hay 169 vehículos, ¿cuántos hay de cada clase? 


Ejercicio. Hoy día, la mayoría de las televisiones utilizan la razón del largo al alto 16/9, que 
viene escrita de la forma 16:9. Mi televisión tiene una longitud de 110 cm. ¿Cuál sera el alto de 
mi televisión, suponiendo que con esa razón la imagen ocupa toda la pantalla? 


Ejercicio. Si la razón de las medidas de los lados de un rectángulo es 7/5 y el perímetro de un 
rectángulo que cumple esta relación es de 144 cm, calcula sus lados y su área. 


7. Magnitudes directamente proporcionales 


Dos magnitudes son directamente proporcionales, si al multiplicar (o dividir) una de ellas por 
un número, la otra queda multiplicada (o dividida) por ese mismo número. Por tanto, estas dos 
razones forman una proporción. A la razón (cociente) se le llama "razón de proporcionalidad 
directa”. 


Por ejemplo, las magnitudes A y B de la tabla siguiente son directamente proporcionales. 


6/4 = 3/2 = 12/8 =1,5 = cte de proporcionalidad | Magnitud A | 6| 3| 12] 
| Magnitud B | 4| 2| 8 | 
Ejemplo. Supongamos un vehículo que circula a una determinada 
velocidad constante. Este vehículo recorrerá un determinado espacio según el (en función del) 
tiempo que esté circulando. 
Sabiendo que estas dos magnitudes, con estas condiciones, son directamente proporcionales 
(Recuerda que v = e/t), calcula los valores desconocidos en la siguiente tabla. 


| Tiempo (se)__|6 [y [5|1|s o | 
Espacio (m) [4 [16[z|x|1 Se pueden calcular de distinta forma: 
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a. Solución por despeje en la proporción (son fracciones equivalentes) 


6/4=y/16 > y=16-(6/4)=24sg;  Otambién, 4-4=16 > 6-:4=245g 
6/4=5/2 > 2= 5-(4/6)= 3.3333...m 23.3 m 


b. Por reducción a la unidad 
En este caso, se calcula la razón de una magnitud con respecto a la unidad de la otra (ya he - 


mos visto algún ejemplo). Sabiendo ésta, es fácil calcular la otra magnitud para para cualquier 
valor de la anterior. En nuestro caso, correspondería a calcular el valor de “x" o *"s", dependien- 


do de la unidad a la que nos queramos referir. 


6/_1 2 aio, _ _ » 6/_s no _ 
ll x=1-(4/6)=2/3m=0,666..m 6 TEL s=1-(6/4)=15 sg 


dividir 4:6 = 0,666.. m por cada segundo dividir 6:4 = 1,5 sg por cada metro recorrido 


Por tanto, cualquier pregunta del tipo, 


- "cuándo han transcurrido 12 segundos, ¿qué distancia ha recorrido?” 


En 1 sg se han recorrido 2/3 m, para1l2sg => 12:-2/3m=8m 


- "Qué tiempo tardará en recorrer 15 m2” 


Si1mlo recorre en 15sg, 15 mlorecorreráen > 15:15 = 225 so. 


c. Solución por razón de proporcionalidad 


Calculemos la razón de proporcionalidad (que también podría ser un dato del problema) 


K=6/4=1,5 (Observa que la razón de proporcionalidad coincide, por su definición, con el 
; 6. 6% z Ls 
valor de 1 en la otra magnitud > K= Y, = 7 = E = 15 


Calculemos de nuevo, por ejemplo, el valor de y 


6/_,2_y En a : A 
Y 15 y =16-15=24 sg. 


Ejercicio. Calcula los valores de los huecos en la siguiente tabla, sabiendo que la constante de 


proporcionalidad "k” es igual a 1,5. 
MagnitudA|3| |1|6| |o| [7 


|MagnitudB| [8| | [1] |5| | 


Problema. Una persona enciende su gps y recorre una calle recta, midiendo 500 m. Observa 
que en el plano mide 3 cm. ¿Cuánto medirá una calle de 900 m. en el plano? ¿y una calle que mide 


1 km? ¿A cuántos metros equivale 1 cm en el plano? ¿y 5 cm? 
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Nota. En los mapas suele aparecer abajo algo como esto: o o e 


0 30 60 90 km 


Es la llamada escala gráfica y, por ejemplo, el primer trocito negro nos indica que esa medida 
en el mapa corresponde, en este caso, a 30 km en la realidad. Esta nos permite calcular distan- 
cias aproximadas entre dos puntos del mapa de forma rápida y fácil. 


Problema. Un jugador de baloncesto tiene una media de 12 canastas en 15 lanzamientos y otro 
de 14 en 17 lanzamientos. ¿Quién ha sido mejor? ¿Qué porcentaje de aciertos han tenido cada 
uno?. Si lanzaran 200 canastas, ¿cuántas encestarían cada uno? 


Aplicación: propiedades. Existen dos sas de las proporciones muy interesante y que 


. / a_c_a+c_a-cC 
Si az =k > == = = 
las vamos a aplicar más adelante. Si » E bd bad bd 


Ejercicio. Comprueba mediante un ejemplo estas propiedades 
Ejercicio. Expresa los siguientes números racionales de forma mixta o viceversa. 
1/3:3714/3; 951/5 
7.1. Proporcionalidad y representación gráfica 
Veamos la siguiente tabla 
2/1 = 4/2 = 6/3 = 12/6 = 1/0,5 = 2 = k > constante de proporcionali- 
| Magnitud B | 1| 2| 3| 6 | 0,5| dad. Por tanto, las magnitudes A y B son directamente proporcionales. 
Aplicamos la propiedad vista arriba: 


Magnitud] 2|4 Magnitud A] 2] 6] 
Mega 17 [Magnitud e | 1] 3] 


42 _ 6-2 - 
2-1 ii 3-1 2 


AA/AB=K=2 (otambién — AB/AA =K' =% =0,5) 


Fijémonos en lo siguiente. Para cualesquiera pares de valores de A y B, hemos aplicado la 
propiedad: 


p=g=k= 57? > Si representamos es- 


tos valores en una gráfica, con A en el eje de abs- | 
cisas y B en el de ordenadas, observamos que la 
razón de "lo que sube” con respecto a "lo que |_ 
avanza” para cualesquiera par de puntos es cons- | | 
tante e igual a 1/k = k' = 0,5. 
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Viendo la tabla  3=2/4=3/6=...=y/x=05=k => y=05:x =Kk-x 
> y=05'x=3:x 


Al valor de k' se le llama pendiente. Se la suele denotar por "m" y está relacionada con la 


a ¿981 


inclinación de la recta. Cuanto mayor sea la pendiente, mayor es la variación en "y" con respecto 


a un determinado valor de *x" y, por tanto, más inclinada está la recta. Así, dos rectas igual de 
inclinadas tienen la misma pendiente, es decir, dos "rectas paralelas” tienen pendientes igua- 


les. 


Volviendo al ejemplo, la función tiene por expresión algebraica y = x/2, y es una recta como 
representación gráfica, la cual pasa por el origen de coordenadas. Esta función se llama función 
de proporcionalidad, y en ella se representa la magnitud B en función de la magnitud A. 


Problema. En la estación de autobuses de una ciudad, el encargado de vender los billetes se 
hace de una tabla del número de billetes (pasajeros) y el precio para dicho número, para alige- 
rar en el caso de grupos. La tabla es la de la siguiente: 


Precio de los billetes (€) | 24 [36 [60 |84| 


Calcula el precio para un grupo de 4 personas. ¿Y si fueran 8 personas en el grupo? ¿Y si se 
suben 9 juntas? ¿Y si son 12? 


¿Cuál es el precio por persona? Haz una representación gráfica del precio del billete en fun- 
ción del número de personas con los valores de la tabla y los hallados. 


Una vez hecha la gráfica, ¿qué valor tendría para 15 personas? Halla el valor de la pendiente 
y su expresión algebraica. 


cSabrías intuir por qué sólo ha hecho la tabla con esos valores? 


Problema. Llamemos L a la magnitud "lado del cuadrado" y P a la magnitud "perímetro del cua- 
drado”. Haz una tabla de L y P tomando los valores de 1, 2, 3, 5, 7 cm para el lado del cuadrado. 


- ¿Son magnitudes proporcionales? ¿Cuál es la razón de proporcionalidad? 


- ¿Cuál es el valor del perímetro para un lado de 21 cm? ¿Cuál es el perímetro para un lado de 
1cm? ¿y para un perímetro de 1 cm? ¿Cuál sería el perímetro para un lado de 34,4 cm? 


- Representa la magnitud P en función de L ¿Cuál es el valor de la pendiente? 


- Halla el valor de la función que relaciona el perímetro de un cuadrado con su lado. 


Problema. Tenemos una probeta cilíndrica de 4 cm de diámetro a la que se va vertiendo agua. 
Responde a las siguientes preguntas: 
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- Busca la relación entre el volumen de un cilindro y la altura. 


- Completa la siguiente tabla, en la que se relacio-[ Altura (cm) [1 [2 [3 [s [7 [15] 
na la altura del agua en la probeta y el volumen | Volumen (em) || | | [| | | 


que se adquiere. 


- Comprueba que son magnitudes proporcionales y halla la constante de proporcionalidad. 


Reflexión. Como habrás observado, el diámetro de nuestro cilindro (probeta) es siempre el 
mismo, y su sección será CONSTANTE. Habrás podido comprobar que son magnitudes propor- 
cionales. Esto nos permite saber el volumen de líquido que se vierte en una figura de sección 
constante conocida, solo midiendo su altura. 


- Si representáramos el volumen de agua con respecto a la altura en la probeta ¿cuál sería la 
pendiente? Relaciona con la constante de proporcionalidad. 


Ejercicio. Coge un vaso de tubo en casa. Mide su diámetro y cal- (y 
cula su sección. Ve llenando el vaso con distintas cantidades de 
agua y mide su altura. Representa la función volumen-altura del h3 
agua y comprueba que responde a la fórmula del volumen de un ci- vi h2 
lindro 
Volumen cilindro = Área base : altura = mr*h 


Problema. La siguiente gráfica representa el espacio (en |? 
kilómetros) recorrido por una persona que va dando un pa- 
seo en función del tiempo (en horas). Como puedes obser- 
var son magnitudes proporcionales. Esto quiere decir que 


su "velocidad es siempre la misma”. Responde a las si- 
guientes preguntas. 


- ¿Cuál sería el espacio recorrido a las 4 horas? Si estuviera andando 7 horas, ¿cuál sería el es- 
pacio recorrido? ¿Cuánto tardaría en recorrer 20 km? 


- Rellena la siguiente tabla 


- ¿Cuál es la pendiente de la recta? ¿cuál es la constante de proporcionalidad? 
- Por tanto, ¿cuál es la velocidad a la que la persona va dando el paseo? 
- ¿Cuál sería la expresión algebraica que relaciona el espacio recorrido en función del tiempo? 
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Vamos a dejar momentáneamente la proporcionalidad numérica y vamos a repasar una serie 
de conceptos relacionados con los conjuntos. Pero antes... 


8. ¿Sabemos lo que hacemos cuando se resuelve una ecuación? 


Como vamos a tener que despejar, resolver ecuaciones, sistemas, etc, vamos a recordar cómo 
se resuelve una ecuación. Y diréis, eso ya lo se hacer. Y si, es cierto, pero ¿realmente sabemos 
lo que estamos haciendo? Vamos a verlo con un ejemplo, resolviendo una ecuación muy sencilla. 


3x-3=x+5  Buahhh, esto lo hago en un pis pas. 
3x - x= 5+ 3 > Pasamos la x "pa" la derecha y los números "pa" la izquierda. 
2x = 8 => pasamos el 2 dividiendo 
x=8/2=4 ¿Pero sabemos realmente lo que hacemos? 


Euclides nos dijo, más o menos, que si tenemos dos "cosas" con el mismo resultado, y realiza- 
mos la misma operación en ambas (sumamos, restamos, multiplicamos o dividimos,... por algo), 
seguimos teniendo el mismo resultado. 


Es decir, si queremos poder operar con las “x" y con los "números", vemos que, por ejemplo, 
el -3 de la izquierda y la x de la derecha me molestan. ¿Cómo las "eliminamos"? Aplicamos el 
Axioma de Euclides. Por tanto, 


3x-3-x=x+5-x > 2x-3=5 > Ahora me molesta el 3 que resta en la izquierda 


2x-3+3=5+3>2x=8> Ahora me molesta el 2 que multiplica en la izquierda 
2x/_8 
=/ >x-=4 
A) 
Una vez que tengamos claro que es lo que hacemos cuando queremos despejar algo que no co- 
hocemos, entonces ya podemos seguir. No hay que perder la esencia de cómo se resuelven. 
9. Conjuntos. 


Y ya que al principio hemos hablado del conjunto de los números racionales, ¿qué es un con- 
junto? Podríamos decir que un conjunto es una agrupación de “objetos” o "entes" bien definidos 
y donde se puede decir perfectamente si un objeto pertenece o no pertenece a ese conjunto. 
Se suelen denotar con una letra mayúscula. (conjunto A) 


Consideremos el conjunto A formado por las cinco vocales. El conjunto se puede definir de 
las siguientes formas: 


- Por extensión A = (a, e, i, o, u) 
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- Por comprensión A = [x / x es una vocal) (se lee "elementos x, tal que x es una vocal") 
- Por descripción verbal A = (conjunto de las vocales) q 


- Diagrama de Venn 


Ya hemos visto que la relación "igual que = * en las fracciones es una relación de equivalencia. 


Definimos conjuntos iguales aquellos que tienen sus elemento iguales. 


Ejercicio. Comprueba que la igualdad de conjuntos es una relación de equivalencia (cumple las 
propiedades correspondientes). 


“M 


Vamos a ver algunas propiedades de los conjuntos y nos ayudaremos de los "Diagramas de 
Venn”. Para ello, vamos a utilizar el siguiente ejemplo: 


Imaginemos un submundo, en el que los únicos números que existen son los números de O a 
10, donde O es par e impar a la vez "parimpar pi”, y 10 no es ni par ni impar, sino "niparimpar 
(npi)”. 


Llamamos E = [conjunto de todos los números) = [0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) : I = [conjunto de los 
números impares) = (0,1,3,5,7,9); P = [conjunto de los números pares) = ([0,2,4,6,8): N = [Los 
niparimpares) = (10) 


E 


En la figura de al lado, tenemos los diagramas 
de Venn que representan los distintos conjun- 
tos. 

Podemos decir que I está dentro de E ICE 
ó PCE ó (10¡cE .Esto significa que I es un 
subconjunto de E, o que P es un subconjunto de 


P ó que (10) es un subconjunto de E. 


Por otro lado, podemos hablar de "el cardinal de un conjunto (Card(A))” , que es el número 
de elementos de ese conjunto. 


Por ejemplo, card(I)=6 card(P)= 5 y cardíN) = 1. ¿Cuál será el card(E)? 


Por otro lado, podemos definir el conjunto vacío ( 4 ) como aquel que no tiene ningún ele- 
mento. Es un subconjunto de cualquier conjunto. 


Conjunto universal, como el formado por todos los elementos. En nuestro caso, el conjunto E 
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Conjunto finito, como aquel conjunto en el que se pueden contar los elementos. Por tanto, exis- 
te el cardinal de este conjunto y es un número. En nuestro caso supuesto, el conjunto P, el I, el 
N o el propio E. 


Conjunto infinito, como aquel que tiene infinitos elementos. Su cardinal no está definido. Por 
ejemplo, el conjunto de los "Impares de verdad", el de nuestro mundo (1,3,5,7,9,11,13,....) 


Ejercicio. Consideremos el conjunto de los racionales ( Q ). Define sus elementos por com- 
prensión. 


Ampliación 
Y ya que estamos con esto de los conjuntos infinitos, se puede hablar (a groso modo) de con - 
juntos infinitos numerables y no numerables. Por ejemplo, los naturales o los enteros serían 


infinitos (hay infinitos valores) pero se dice que son numerables, porque podemos contarlos: 1, 
cre 


Sin embargo, los racionales serían infinitos no numerables, porque no los podemos contar, ya 


que entre dos números racionales, siempre puedo encontrar otro (como has comprobado en un 


ejercicio anterior), y jamás podría enumerar todos los números racionales, por ejemplo, entre O 
y 1. 


A s , a + 
Por ejemplo, si entre los números 3 y 5, el valor medio es el 4 =—=4 , entre dos 


número a/b y c/d siempre hay otro racional. Uno de ellos, es el valor medio de los dados 7 


2 
9.1. Ejemplo particular de conjunto numérico: Intervalos 


Una forma de expresar los conjuntos numéricos es mediante los llamados intervalos. Un in- 
tervalo numérico es un conjunto de números que satisface una determinada desigualdad. Por 
ejemplo, números más pequeños que 5; o números más grandes o iguales que 3; o números entre 
O y 5, incluido el 5; .... Esto nos va a servir, por ejemplo, para expresar la solución de una ine- 
cuación. ¿Cómo expresamos estos conjuntos? 


Cuando queremos expresar, por ejemplo, los números entre -1 y 5 => (-1,5). En este caso, el 
-1 y el 5 Clas esquinas”) no pertenecerían a este conjunto. Por tanto, 


(-1,5) =(x€R:-1<x<5) y se llama "intervalo abierto” => — A 
Si queremos que las "esquinas" del intervalo pertenezcan, hablamos de "intervalo cerrado” 


L15]=(€R:-15x55) — SA 
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En general, (a,b) = (x€R:a<x<b) y [ab]=(x8R:a<x<b) 


Ahora, podemos "mezclarlos”. Por ejemplo, 


(15] = (x€R:-1<x<5) ó  [-15)=(x€R:-1<x<5) 


Todos estos intervalos se llaman “intervalos acotados”, ya que sus elementos siempre son 


A |] 


mayores (mayores o iguales) que un valor dado "a" y menores (menores o iguales) que un deter- 
minado valor "b". 


También, podemos hablar de “intervalos no acotados”. Quiere decir que, por la derecha, o 
por la izquierda, o por ambos lados no hay tope (cota). 


Por ejemplo, números mayores que 5. Lo expresaríamos así, 
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(5,0) =(x€R:5<x<oj. : 


1.0 5 


Así, podemos expresar también los siguientes: 


[5,0) =(x€R:5<x<o); (-0,5)=(x€R:-o<x<5); (-0,5]=(x€R:-oxx<5D):; 


1.0 5 1.0 5 


y (-0, 00) = (xER:-o<x<o)= IR Conjunto de los números reales (más adelante lo definiremos) 


9.2. Operaciones con conjuntos. 

Y ya, acabado este paréntesis de los intervalos, sigamos con los conjuntos y con nuestro 
ejemplo, en particular el conjunto E del "submundo". 
E=(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) => card (E) = 11 P=[(0,2,46,8) > card (P)=5 
I = (0,11,3,5,7,9%) => card (I)=6 N = (10) >  card(N)= 1 

Vamos a llamar PUI (P unión T) al conjunto formado por los elementos de P y de TI, sin que 
se repita ninguno (los elementos repetidos se cuentan una sola vez). Es decir, 

PUI = (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) 


¿Cómo lo expresamos de forma matemática? 


PUT =(x/ xeP Oo xel ) => conjunto de elemen- 
tos x, tales que x pertenece a Po x pertenece a I, o a am- 


A 1] 


bos. (el "o" es una disyunción inclusiva) 


Vamos a fijarnos ahora en el número de elementos de cada uno de los conjuntos implicados 
card(I)=6  card(P)=5 y card (PUT) = 10. 


Resulta que el cardinal de la unión no es la suma de los cardinales de cada uno de los conjun- 
tos. ¿por qué? Porque el O estaba repetido, aparece 2 veces. Y como en la unión aparece sin re - 
petir (1 sola vez), hay que restarle 1 


Por tanto, card (PUT) = card(P) + card (I) - n.* de elementos repetidos. 


Ejercicio. ¿Cuando el card (PUT) = card(P) + card (1)? 


E 


Vamos a llamar PAI (P intersección I ) al conjunto 
formado por los elementos repetidos de P e I. 


PnI =(0)  Seescribe de forma matemática como: 


PnI =(x/ xeP y xel ) yse lee como conjunto 
formado por elementos x, tales que x pertenece aP y a I. 


Vamos al cardinal. Como PNI =(0) (un elemento) > card ( PnI )=1 
Observa que el elemento (0), al estar repetido, aparece una vez en cada conjunto, pero solo 
se contabiliza 1 vez. 


Por otro lado, se dice que dos conjuntos son disjuntos si no tienen ningún elemento en común, 
es decir, su intersección es el conjunto vacío > PNI =0 


Volvamos al cardinal de la unión. 


Dijimos que card (PUT) = card(P) + card (TI) - "n.* de elementos repetidos" 


y como el número de elementos repetidos es el card ( PNI ), entonces: 


card (PUT) = card(P) + card (I) - card ( PnI >) 


Ejercicio. Dados los conjuntos IN y Z , calcula la unión y la intersección de estos conjuntos, 
expresándolas de la forma más conveniente. 


Ejercicio. Si consideramos el intervalo de números enteros [-1,1] , calcula la unión y la intersec- 
ción con IN y Z .Calcula también el cardinal de esta unión e intersección. 


9.3 Complemento de un conjunto 


El complemento del conjunto 1 ( I ) respecto del conjunto 
total E, es el conjunto de elementos de E que no están en LI. 


IT =[ xeE / x£l ) > elementos de la zona sombreada 


Fíjate que podemos decir que: 
TIT =E-I= card( TI )=5=card(E) - card (I) = 11 - 6 


Visto esto de esta forma, definimos la diferencia de 
dos conjuntos I - P como el conjunto de elementos que 
pertenecen a 1 y no pertenecen aP ( y en ese orden) 


I-P=fx/ xel y xeP ) 


Si observamos los diagramas de Venn de la figura, ve- 


mos que: 
I-P= 1-(PnI) > 


card (I - P)= 5 = card (I) - cardl PnI )=6-1=5 


Notar que esta operación no es conmutativa, ya que I - P es distinto de P - I 


Vamos a calcular ahora, por ejemplo, INP 


Complemento 
de P 


Hl 
8" 

H 
' 

= 
8" 


Por tanto, IN I-(PnNI) => Card[ INP )=Card(I-P)=5= Card[ I-PnI ) 


Ejercicio. Dados los intervalos A = (-5 ,3) y B= [0,1], expresa los elementos de ambos con- 
juntos por comprensión. Después, calcula A UB, ANB, A—B, A, B, A-B, B-A 


Ejercicio. Dados los intervalos A = (-o, 1) y B= (-1, o), expresa dichos intervalos por com- 
prensión. Después, calcula A UB, ANB, A-—B, A, B, A-B, B-A 


Ejercicio: En una urbanización viven 150 familias. 120 de ellas tienen coche, 70 tienen moto y 
50 tienen ambas cosas, coche y moto. Se desea conocer: 
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a) ¿cuántas familias tienen sólo coche?, 


b) cuántas familias tiene sólo moto? 


c) ¿cuántas familias tienen coche o moto, 


d) ¿cuántas familias no tiene ni coche ni moto?. Expresa con cardinales de conjuntos. 


Pista: utiliza los diagramas de Vemn, y pon en cada conjunto (los que tienen coche y los que tie- 
nen moto) el número de elementos que tiene. El primero que debes poner es su intersección y, a 
partir de este, calcula resto. 


Ejercicio: Se ha hecho un estudio en 1200 fumadores sobre patologías asociadas al tabaco. De 
ellos, 500 desarrollaron cáncer de pulmón o garganta, el 75% desarrolló otras patologías aso- 
ciadas con el aparato respiratorio, y el 30% desarrolló cáncer y otras patologías. Se desea co- 
nocer: a) ¿cuántos desarrollaron sólo cáncer de pulmón o garganta? b) ¿cuántos desarrollaron 
sólo otras patologías asociadas? c) ¿cuántos desarrollaron cáncer y otras patologías asociadas?, 
d) ¿cuántos no desarrollaron ninguna enfermedad?. Expresá con cardinales de conjuntos y en 
tantos por ciento. 


Ejercicio: En el ejercicio anterior, entre el 50% y el 70% consumen menos de un paquete de ta- 
baco al día. Entre el 20% y el 30% de fumadores consumen hasta 2 paquetes de tabaco al día. Y 
menos del 5% consumen más de dos paquetes al día. Expresa mediante intervalos estos valores. 


10. ¿Y para qué queremos saber de conjuntos? ¿Hablamos de probabilidad? 


Un fenómeno determinista es un fenómeno del cual se puede predecir su resultado, a partir 
de unas determinadas condiciones iniciales. Quiere decir que, bajo las mismas condiciones ini - 
ciales, se obtiene siempre el mismo resultado. 


Por ejemplo, una piedra que cae desde un tejado y a una cierta altura podremos predecir 
(imaginemos en las mismas condiciones meteorológicas, el tejado en las mismas condiciones, ... 
“todo igual siempre"), a partir de las ecuaciones de la cinemática, el tiempo que tardará en caer 
y su velocidad de impacto. Si tuviéramos aparatos de medida "estupendos" el error sería míni- 
mo. 


Ejercicio: Se deja caer un dado desde una altura de 10 metros. Calcula el tiempo y la velocidad 
que tarda en llegar al suelo. Después, representa la altura (e) y la velocidad (v) en función del 
tiempo e interpreta el resultado. Funciones: e(t)= vot+ 1/2: t y  v=vo+at 


Pistas. Para la función e(t) haz una tabla de valores y después la dibujas. Toma como valor de 
"a" = 10 m/s”. Más adelante trataremos de forma más completa las funciones de “grado 2”. 
Ahora, solo aplica lo que ya sabes del curso pasado. 
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Bien. Sin embargo, un fenómeno aleatorio es un fenómeno del que no se sabe cual va a ser el 
resultado, aunque se haga siempre en las mismas condiciones iniciales. Por ejemplo, cuando caía 
el dado desde el tejado de la casa de 10 metros de alto y siempre en las mismas condiciones, sí 
podíamos predecir su velocidad en cada instante y el tiempo de llegar al suelo, pero nunca sa- 
bremos el resultado del número que saldrá en el dado. Saldrá de 1 a 6, seguro, ¿pero cuál será? 


Vamos a dar nombres. Al conjunto de resultados posibles se le llama Espacio Muestral. En 
nuestro caso del dado, el espacio muestral es E = (1,2,3,4,5,6). 


Un Suceso sería cualquier subconjunto del Espacio Muestral. Por ejemplo, al tirar un dado, 
salir 2; o salir múltiplo de 2, es decir, (2, 4, 6); o ... 


Suceso Elemental es el conjunto formado por cada uno de los resultados posibles al tirar el 
dado. En nuestro caso (1), o (2), o (3), o (4), o (5), o (6). 


Si consideramos todos los subconjuntos-sucesos posibles, estos serían: 


(1, (2), (3), (49), (5) , (6), (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) (2,3) ....... (1,2,3) (1,2,4) (1,2,5) (1,2,6) 
(2,3,4)....(1,2,3,4,5,6)) 


Suceso Seguro, es el que siempre sale. Seguro que sale un número del 1 al 6. Por tanto, el su- 
ceso seguro es E = (1,2,3,4,5,6), el espacio muestral. 


Decimos que dos sucesos A y B son sucesos compatibles cuando su intersección es no vacía. 
Es decir, tiene algún elemento en común. ANBX%Y 


Por ejemplo, al tirar un dado, consideremos el suceso [salir par) = £ 2 ) (o múltiplo de 2) y 
el suceso (salir múltiplo de 3) = (f 3) = (salir múltiplo de 3) = (3,6) 
> 2n3 = (2,4,6)Jn(3,6) = (6) 


En caso contrario, los sucesos A y B son incompatibles si ANB=M' . 


Por ejemplo, consideremos los sucesos [salir par) = (2,4,6) e I = [salir impar) = (1,3,5). Enton- 
ces, > PNI=%4 (no hay ningún elemento en común) 


Nota: Definiciones de probabilidad hay varias, unas más formales que otras. No debes preocu- 
parte, ya que este curso vamos a utilizar definiciones menos formales y fáciles de entender. Ya 
habrá tiempo. 


Ejercicio. Busca en Internet cómo puede definirse la probabilidad e “infiere” cuáles vamos a 
utilizar más adelante. 
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11. Repaso. Concepto de operaciones básicas con fracciones. 


Ya todos debemos saber sumar, restar, multiplicar y dividir fracciones y hacer operaciones 
combinadas con ellas. Pero vamos a repasarlo de nuevo. 


Para poder sumar tenemos que tener el mismo tipo de "entes". Podemos sumar manzanas con 
manzanas, peras con peras, pero no peras con manzanas. Por lo mismo, podemos sumar x con x, 
x? con x?, 10? con 10? $2con?2,etc. 

¡Entonces, no podemos sumar casi nada! Al contrario, las matemáticas nos permite sumar en- 
tes similares con simples transformaciones. Ya lo veremos más adelante. 


Para sumar fracciones con el mismo denominador, sumamos los numeradores. Y si tienen dis- 
tinto denominador, todos sabemos que debemos hallar fracciones equivalentes con el mismo de - 
nominador (m.c.m) y después, sumar los numeradores. Pero ¿por qué? Porque como hemos dicho, 
tienen que ser el mismo "tipo de entes”. 


Pues porque se necesita tener "la tarta" dividida en el mismo número de trozos para poder 
contar trozos iguales (entes iguales) y, entonces, poder sumarlos o restarlos. 


Y 2/4 1 Y 


y 
0-00- E0- > E: 
2/3 1/2 4/6 3/6 1 1/6 =7/6 
Multiplicar, significa sumar. Por ejemplo, 5:3=5+5+5=15 
DD: DO E 
3-M = Y + Y + Y = 1 + V =3/2 


O de otra forma, el producto de dos fracciones resulta de la intersección del trozo que re- 
presenta una fracción con el trozo que representa la otra fracción. Si realizamos la multiplica- 
ción anterior: 
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Intersección de 3 + 
y 1/2 en verde 
1 - 


Y =3/2 


Por ejemplo, 5 : Y = 2/6 = Y 


superponemos 
una sobre otra 


Pl] E H j EY ' == 
1/2 . 2/3 = 2/6 = 2/6 


O de otra forma, teniendo en cuenta que 3/2 es 1 3 . Por tanto, 


q 


superponiendo superponiendo 


A a E C sobre A C sobre B 
f 
30-12= (1 + 1 )- 41M = nm + Mo o= YM + 14 = 34 


(1- 3 = mitad de 1=1/2) + (5-5 = mitad de 3 = 1/4) 
La división la podemos ver de dos formas. Una, dividir es multiplicar por el inverso. Luego lis - 


to. Pero también podemos ver la división como el número de veces que el divisor “cabe” en el 
dividendo. 


¿Sabemos lo que estamos diciendo? Es fácil. Vamos a verlo con un ejemplo sencillo. 


10:5 = 2 porque el 5 cabe (está) dos veces en 10. Si cogemos un bloque que mide 10 u, po- 
demos poner 2 bloques de 5 u, uno detrás de otro, y ocupamos "todo el 10", ¿verdad? 


10 
Vamos a verlo con algunos ejemplos de fracciones 
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1111 


Veamos dos ejemplos más. Uno más sencillo y otro más complicado (esto es un decir) 


23:1-6/4= 3/2 241 += 8/3 


Ejercicio. Multiplica 3/2:F y divide 3/2: Ys como en los ejemplos anteriores. 


Ejercicios. Realiza las siguientes operaciones con fracciones 


4 ¡Ed ba Ll 
2 32) 5 3 3 2 3 

as (ala E RAI A 
2215 312 2 2 13 217 341312 


Problema. Antonio va a celebrar su cumpleaños y compra 8 botellas de zumo de naranja de 3/2 
de litro. Durante la celebración se van llenando copas de 3 de litro, dejando vacías al final de la 
celebración 7 botellas. ¿Cuántas copas ha llenado? 


Pista: Mira bien los datos y qué debes hacer. Si no lo intuyes, una forma de realizar un proble- 
ma es imaginarlo con números más sencillos en los datos. 
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Por ejemplo, imagina que tienes 10 litros de zumo y los echas en botellas de 2 litros. 


10 litros 

101 
pr ra 5 botellas 

¿Ahora, tus 10l son.... |? Operación 
> > 
¿Ahora, tu botella es 
una copa de.......... ? 
> El número de copas €S ........... 


Problema. Supongamos ahora que su hermano bebe de la octava botella 1/3 de litro. ¿Cuántas 
copas habría llenado entonces? ¿Y si en vez de beber 1/3 de litro se bebe 200 centilitros? 


Problema. Supongamos que tenemos un barril lleno de vino. Las 2/3 partes se consumen a lo lar- 
go de 1 mes. De lo que queda, la quinta parte se pierde por evaporación. Resulta que quedan 135 
litros. ¿Cuántos litros había al principio? ¿Cuántas botellas de + de litro se podían haber llena - 
do? 


11.1. Propiedades de la suma y producto de números racionales. 
- Propiedad asociativa 5+(2/3+3)=(1/2+2/3)+% ; 23-:(2/3-:3)= (1/2: 2/3): 5 
- Propiedad elemento neutro 5/4+0=5/4 ; 5/4:1= 5/4 


- Propiedad elemento opuesto/inverso 4/5+(-4/5)=0 ; 4/5:5/4=1 


Nota: El inverso de 4/5 es 


a 
A ba 
7057) : En general, Je 
5 d 
- Propiedad conmutativa 1/2 +2/3 =2/3+% ; 1/2: 2/3 = 2/3 5 


Ejercicio. ¿Cumple las mismas propiedades con la resta y la división? 


Ejercicio. Si recuerdas la propiedad distributiva, pon un ejemplo. Si no es así, busca dicha pro- 
piedad y pon ese ejemplo. 


Ejercicio. Aplica la propiedad distributiva en los dos sentidos en las siguientes expresiones: 
3:(2/3 + 3/5) = 
(2/5 - 1/3 + 1):2 = 
8/5:3/2 - 2:8/5 = 
3/2:1/2 - 3:1/2 + 5 = 
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Aplicación. Y ya que estamos con el producto, que cumple las propiedades anteriores, a la hora 
de multiplicar varios números, no hay que realizarlo en el orden dado sino en en el orden más 
conveniente, aplicando la propiedad correspondiente para que sea mentalmente más fácil. 


Por ejemplo: si calculamos 5:-7:2, no hagamos (5:7):2 = 35-2 = 70, sino mucho más fácil (5:2)7 = 
10-7 = 70 


O si queremos calcular 5:23, lo podemos hacer mentalmente de forma directa, 23-5 = 115, ya 
que no es complicada la multiplicación. Sin embargo, es muy útil (sobre todo con multiplicaciones 
más complicadas), aplicar la propiedad distributiva mentalmente e incorporar múltiplos de 10. 
5:23 = 5:(20+3) = 100 + 15 = 115 


Por ejemplo, 12-14 > 14-12 = 14-(10 + 2) = 14-10 + 14-2 = 140 + 28 = 168 


cambiamos aplicamos prop. 
orden Distributiva 


O multiplicar por números menores que 1 que, ya verla, lo primero que hacemos es buscar la 
calculadora. Por ejemplo, 12: 0,3, que lo podemos realizar 
12: 0,3 = 12:3/10 = 36/10 = 3,6 


Debemos tener en cuenta, que hay veces que el número por el que multiplicamos es una frac - 
ción conocida. Por ejemplo, algo tan fácil como multiplicar por 1,5. 


15-15 = 15:(1+0,5) = 15:(1+1/2) = 15+75=225 ó 15-:3/2=45/2 = 225 
15 + la mitad de 15 


20 : 2,75 = 20:(2+0,75) = 20:(2+3/4) = 40 + 3:-20/4 = 40+3:'5=40+15=55 


O multiplicaciones más complicadas, que resultan difíciles al principio pero, practicando men- 
talmente, cada vez van resultando más fáciles. 


24- 0,35 = (24-35)/100 (20+4)  (20+4) 


24- 35 = 24-(30 + 5)/100 = 24:(3:10 + 5) = [24-3:10] + [24- 5] = [(60+12)10] + [100+20] = 
720 + 120 = 840 


ó  24:35=(20+4)(30+5) = 20-30 + 20:5 +30:4 + 4-5 = 600 + 100 +120 + 20 = 840 
> 840/100 = 8,4 


Ejercicio. Calcula mentalmente los siguientes productos, aplicando lo que hemos visto antes. 
4-8:3 ;5:7:8 ; 45:0,6 : 23:42 : 56:34 ; 8:8:5 ;567:0,2 ;17:25 ; 4-12:8 ; 4-32:5 : 18:2,5 
Nota. Más adelante trabajaremos el cálculo mental de la multiplicación. 
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12. Cálculo mental. La resta. 
Para restar, igual que sumar. Por ejemplo, 
56-32 = 56- (30+2)> 56-30=26= 26 - 2=24 
343 - 256 = 343 - (200+50+6) > 343 - 200 = 143 => 143 - 50 = (143-43) - 7 = 93 
>93-6:=87 


Sin embargo, cuando el sustraendo está cerca a una decena (centena,...), por exceso o defec - 
to, es más sencillo aproximar el sustraendo a la decena (centena, ...) y sumar/restar lo que fal - 
ta/sobra. Por ejemplo 


El primer ejemplo, 56-32 > 56 - 30=26=26-2=24 (32 = 30+2) 
67 -39> 67-40+1=27+1=28 ) 
876-78=> 876-80+2=796+2= 798  (eneste caso también => 876 - 76 - 2 = 798) 


Ejercicio. Realiza mentalmente, por cualquiera de las técnicas anteriores, las siguientes restas: 
45-23; 98 - 46; 67-23; 89 - 32;67 - 54; 346 - 128; 46-39; 873-561; 76-69; 457-399 


13. Volvamos a la proporcionalidad “geométrica”. 
Dado un triángulo OBB', si por un punto A trazamos una paralela a BB', 


o 


obtenemos el segmento AA”. El teorema de Thales nos dice que 


OA _OB_ AB ” 
OA' OB" A'B' y 


En realidad, el teorema se enuncia con dos rectas secantes en un punto y rectas paralelas 
AA' y BB' que la cortan. Entonces, los segmentos que determinan en cada una de ellas son pro- 
porcionales. Pero he preferido hacerlo con las figuras que determinan, los triángulos. 


Ejercicio. ¿Recuerdas la división de un segmento en partes iguales? Estamos aplicando el teo- 
rema de Thales. Aplica dicho teorema y divide un segmento de 10 cm en 7 partes iguales. 


Ejercicio. Dada la figura de la derecha, ¿cumple el teorema de Tha- 
les? 

Sabiendo que OA'=2cm OB'=6cm OB=4cm y OC=6cm, 
calcula  OA',OC' y AB' 


Ejercicio. ¿Quién fue Thales de Mileto? Resolvió dos problemas bastante interesantes. ¿Cuáles 
fueron? 


Una consecuencia muy importante es la semejanza de triángulos. 


Dos triángulos se dice que están en posición de Thales si tienen un ángulo común y los lados 
opuestos a dicho ángulo son paralelos. Observa la figura de la derecha. ] 
ca 


Entonces, estos dos triángulos, AOA' y BOB' son semejantes. 


Como puedes observar, sus tres ángulos son iguales. 


Ocurre que A=B y  A'=B' con O común y, por tanto, igual 
en los dos triángulos. Sabiendo que la suma de los tres ángulos en un o 
triángulo es 180%, basta que tengan dos ángulos iguales, para que el 
tercero también sea igual. Los triángulos son semejantes. 


Ejercicio. Si el triángulo es rectángulo, ¿cuántos ángulos son necesarios que tengan iguales, 
aparte del ángulo de 90%, para que sean semejantes? 


OA_04'_AA' 
OB 0B' BB' 


Y por otro lado, sus lados son proporcionales: 


Si tienes la oportunidad de utilizar Geogebra, comprueba cómo se cumple el teorema de Tha- 
les. De todos modos, en el "anexo demostración del teorema de Thales” aparece demostra- 
do. Sería interesante que se le echara un vistazo, ya que es una demostración bastante intuitiva 
y que se hace a partir del área de un triángulo. 


Prosigamos. Teniendo en cuenta lo anterior y sabiendo 
que los triángulos de la figura son semejantes 


a/a' = b/b' = c/c' = k => cte de proporcionalidad. 


¿No te suena a algo que ya hemos comentado? 


En este caso se llama razón de semejanza, que nos indica cuánto de grande o pequeño es una 
figura con respecto a su semejante. Como ves, estas fracciones, formadas por sus lados co- 
rrespondientes, son fracciones equivalentes. 


Ejemplo. Dados los triángulos siguientes, con sus medidas en centímetros, comprueba que son 
semejantes. 


Ti T2 Si hacemos una tabla con los valores de los lados de T1 y T2 


12 10 fa |6 | 
« > Ta js [4 [3 | 
10 
8 
10/5 = 8/4 = 6/3 = 2=k-= Razón de semejanza 
ó 
6 


10= 25: 8=24: 6=2:3 lado (T2)= kelado (T1) 
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Estos triángulos son semejantes, con razón de semejanza k igual a 2. Esto quiere decir, que 
el triángulo T2 tiene los lados el doble de grande que el triángulo T1. 


13.1. ¿Y qué ocurre con el área? 
A(T1) = (3-4)/2 = 6 cm? Razón de semejanza de los lados k = 2 


kk k? 
A(T2) = (6:8)/2 = 24 cm” = [(2-3)(2:4)1/2 = (2*-3-4)/2 = 2%(3:4)/2 = 2% A(T1) = k?- A(T1) 


la razón de semejanza de las áreas de dos figuras semejantes de 
razón de semejanza k es k?. Con este ejemplo, lo entenderás mejor. 


Esto quiere decir que, 


Ejemplo. Supongamos que tenemos un cuadrado de lado 1 dm. Construye un cuadrado semejante 
de razón 1/3 


L=1dm L'=1/3 dm 


A A A'=1/3-1/3=1/9 dm2 


El "lado" del cuadrado original es 1 dm. El "lado" del cuadrado semejante serd: 


El “área” del cuadrado original será 1 dm? Klado = 1/31 dm = 3 dm. 
Por tanto, el área del cuadrado semejante 
será: (1/3)(1/3) = 1/9 dm* = 1/9 : 1 = 
(1/3)? -1 = k?-lado 


Es decir, si la razón lineal de semejanza es “k”, la razón de semejanza del área es “k?" 


Ejercicio. Halla un triángulo semejante al del ejemplo anterior (T1), donde la razón de semejan- 
za sea 3/2. Calcula el área del triángulo inicial. Calcula el área del triángulo semejante a partir 
de su razón de semejanza. 


Ejercicio. Si la razón de semejanza de las áreas de un triángulo es 49, ¿Cuál es la razón de se- 
mejanza de sus lados? Pon un ejemplo de dos triángulos con las medidas de sus lados que cum- 
plan la condición de semejanza anterior. 


Ejercicio. Dados dos triángulos con áreas de 192 cm? y 12 cmí, ¿son semejantes esos triángu- 
los? ¿cuál es la razón de semejanza de los lados de estos dos triángulos? 
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Ejercicio. Dados los hexágonos de la figura, comprueba 
que son semejantes y calcula su razón de semejanza. 


Sabiendo que el área de un polígono regular es 


3 
n-lado : apotema Ñ 


> ( n veces el área del triángulo de la figu- 
ra, donde n es el número de lados), calcula el área del 5] apotema 
hexágono grande, calcula el área del hexágono pequeño a 
9 cm 


partir de la razón de semejanza de los dos hexágonos. 


Nota: El hexágono es un polígono regular en el que los triángulos 
que forman dicho polígono son equiláteros. 


Si la circunferencia tiene 360% y el hexágono tiene 6 lados, en- 
tonces 360:6 = 60% . Cómo la suma de los tres ángulos en un trián- 
gulo es 180%, los otros dos lados del triángulo suman 120% y son 
iguales > 60% cada uno. Si los 3 ángulos son iguales, entonces es un 
triángulo equilátero y sus tres lados son iguales (en nuestro caso 9 


cm). Para calcular la apotema, debes utilizar el teorema de 


Pitágoras 9 ”=4,5%apotema” 


Ejercicio. La suma de los ángulos interiores de un polígono regular viene dado por la expresión 
180:(n - 2), donde n es el número de lados del polígono (por eso, la suma de los ángulos en un 
triángulo es 1809). Teniendo en cuenta lo anterior y que la circunferencia tiene 360%, calcula 


los ángulos interiores de un triángulo equilátero, un cuadrado, un pentágono regular y un hexá- 
gono regular. 


13.2. Aplicación del teorema de Thales. Observa la siguiente figura y los "rayos" de luz. 


Un árbol, a una hora determinada, da una sombra de 3m. A 
la misma hora, un palo de 1 m da una sombra de 0,75m. ¿Cuál 
es la altura del árbol? 

Los rayos solares, que viene de muyyyyy lejos, son paralelos 


Luego tendríamos la situación descrita por el dibujo 


Tenemos dos triángulos semejante 
(sus tres:ángulos son iguales). Por 
qn tanto, sus lados son proporcionales 


; h_ 1 h_ 3 
y 4 —_—— == —>h= =¿ 
A 507 * 1707 *=39075=4m 
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Ejercicio. A una hora determinada, una persona de 170 cm de altura da una sombra de 0,85 
metros. Calcula la altura de un edificio, que a esa misma hora, la sombra mide 10 metros. 


Aplicación. Consideremos la luz desde el punto de vista geométrico (si indagas un poco, veras 
que la naturaleza de la luz es dual, onda-corpúsculo). 


Existe el llamado "Principio de Fermat”, que nos dice que la luz sigue una trayectoria en la 
que emplea el tiempo mínimo para llegar de un lugar a otro. 


Una consecuencia es que "el camino óptico (C = n-s) es mínimo”, donde "n” es el llamado 
índice de refracción de un medio, que es un número que se obtiene como el cociente de la ve- 
locidad de la luz en el vacío entre la velocidad de la luz en un determinado medio, y "s” es el ca- 
mino geométrico de la luz (la velocidad de la luz es distinta en el aire y en el agua y, debido a 


ello, ves el fenómeno de refracción al mirar a través de un vaso con agua) 


Dos consecuencias muy importantes son: 


a. La luz, en un medio homogéneo (n = constante), sigue una trayectoria recta. 
E= Sa 
Si el medio fuera heterogéneo (zonas con distintas “n”) 
C,=nyS, C = N1S1 + N2:S2 + N3'S3 
Por esto, cuando el haz de luz de las estrellas pasan por distintas partes de la atmósfera con 
“nn 


diferentes densidades, sus Índices de refracción "n" varían y éstas "titilan”, es decir, parecen 
encenderse y apagarse continuamente, e incluso van cambiando de color. 


- La ley de Snell n,:sen(e:) = nz - sen(e2) donde sen(e) 
es el seno de un ángulo (que dentro de muy poquito vas a sa- 


ber qué es), y "e" es el ángulo que forma la luz con la perpen- 
dicular a la superficie donde incide. 


En el caso de una reflexión, si el medio donde incide y se 
refleja es el mismo, el ángulo incidente e; y reflejado g,, son 
iguales. Esta consecuencia nos permite observar que, en una 
construcción como la del dibujo, los triángulos que se forman 
son semejantes y, por tanto, sus lados son proporcionales. 


Ejercicio. Una persona de 170 cm observa en el centro de un charco, que está situado a 2 me- 
tros, el reflejo del extremo superior de un árbol que se encuentra a 5 metros. Calcula la altura 
del árbol. Pista. El dibujo del problema lo tienes justo arriba. 
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Ejercicio. Se sabe que un ave exótica se posa en un árbol de 7m de altura que está en el borde 
de un río, de anchura 10 m. Un observador de 150 cm se sitúa en un pequeño montículo de unos 
2m de altura al otro lado del río y separado de éste 5m. 


La única manera de observar al ave es viendo el reflejo en el río, ya que ésta queda tapada 
por las hojas del árbol al observarla directamente. ¿A qué distancia del observador aproxima- 
damente habría que mirar al río para observarla? 


Antes de abandonar esta parte y adentrarnos de nuevo en los números, la semejanza de 
triángulos nos va a permitir, posteriormente, definir las razones trigonométricas de un ángulo 
en un triángulo rectángulo. 


Ejercicio. Si buscas en la Wikipedia, comprobarás que a Eratóstenes se le conoce principal- 
mente porque fue el primero en calcular la longitud de la Tierra con gran precisión. Si te das 
cuenta del hecho, esto ya suponía la esfericidad de la Tierra. Fue Aristarco el primero que dijo 
que la Tierra era esférica. 


Para ello, Eratóstenes comparó las altitudes del sol del mediodía en dos lugares separados 
por una distancia Norte-Sur. También calculó la inclinación del eje de la Tierra, estimó la dis- 
tancia desde la Tierra hasta el Sol, .... 


Ejercicio. Busca en la Wikipedia "Eratóstenes” y describe cómo hizo y qué cálculos para hallar 
la longitud de la esfera terrestre y la estimación de 6370 km para el radio terrestre. Compara 


el resultado con el valor actual y halla el error cometido. ¿Sabrías expresarlo en tanto por 
ciento? 


14, Radián 

Estamos acostumbrados a medir los ángulos en grados sexagesimales (30%, 45%, ....). La cir- 
cunferencia completa tiene, como ya sabes, 360%. Sin embargo, existe otra unidad de medida 
de ángulos muy utilizada en física (y que vamos a utilizar más adelante en trigonometría) que es 
el RADIÁN. Vamos a definir y verás porque lo introducimos aquí. 


Ejercicio. Calcula la longitud de una circunferencia de radio 1m. Calcula el área del círculo ence- 
rrado por esta circunferencia. 


no es 
Radián Se define como aquel ángulo central de la circunferen- y 
cia cuya longitud de arco es igual al radio de dicha circunferen- 
cia. 

Debe existir, por tanto, una correspondencia entre el ángulo 
sexagesimal y el radian. Vamos a ver a qué equivale 1 radian. 


Leircunferencia = 27R = 271=2x 


Lc ->2x rad 
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Consideremos la circunferencia de radio lu de la figura anterior. Sabemos que la longitud de 
una circunferencia de radio "r" es |= 2-1r:r. En nuestro caso, como r = lu, entonces |= 2-11. 


En nuestra circunferencia de radio lu, 1 radian corresponde a una longitud de arco lu, enton- 
ces una longitud de arco | = 2-1 u será un ángulo de 2-Tt radianes. Y como es la longitud de la 
circunferencia y ésta tiene 360%, entonces 360% son 2-1t radianes. 


360? 
2:17 


La razón de ángulo sexagesimal a radian es 


Es más — = par == = A y, así, podemos obtener más equivalencias entre radianes 
2 he 4 


(rad) y ángulos sexagesimales. 


Ejercicio. Calcula en radianes o grados sexagesimales, según corresponda, los siguientes ángu- 
los: 
270% 30% 60%, 120% 1 rad, 3r rad, 11/3 rad, 271/3 rad, 311/4 rad 


Larco verdée=T u  lrad 


Resultado. Dada una circunferencia de radio "r”, como Írad, por ; > 

arco rojo =r u ra 
definición, corresponde a una longitud de arco de "r” unidades, un 
ángulo de O rad corresponderá a una longitud de arco de r-8 uni- 


dades. 


1rad /_0 rad Ñ 
S Y > |-0r 
il l L=La rojo +La verde 2rad=2-lrad — 21 u 


Si8=nrad->nrad: > L=nru 


Ejercicio. Calcula el arco que corresponde a un ángulo de 11/2 rad, en una circunferencia de 2 
cm de radio. Calcula también para un ángulo de 60%. Calcula el ángulo en radianes y grados que 
corresponde a una longitud de arco de 4 y 4,5 cm para esta misma circunferencia. 


Cuando obtengas los resultados, razona como sería posible llegar a ellos a partir de la longi- 
tud del radio. 


Bien. Hasta ahora, hemos supuesto una determinada cosa: El ángulo en radianes es indepen- 
diente del radio de la circunferencia en la que se mide. Podríamos haber pensado ¿depende- 
rá del radio de la circunferencia? Veamos que es independiente. 


En la página siguiente hemos dibujado dos circunferencias concéntricas de ángulo 1 radian. 
Aunque están las dos dibujadas, vamos a ir viendo (construyendo) el dibujo conforme lo vamos 
comentando en las siguientes líneas. 


Por la circunferencia pequeña de radio OB' = r = 1u, hemos trazado un ángulo donde el arco 
mide 1 u. Por definición, 1 radián. 
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Lee=0r; 6O=1rad= Lee = 1u(geo- 
gebra nos da una correspondencia de 
57,3, aproximadamente). 


Trazamos el triángulo AOB'. Construi- 
mos un triángulo semejante a este (los 
tres ángulos iguales) de hipotenusa 2u, 


obteniendo el triángulo DOE, de lados 
proporcionales (sus lados también que- 
dan multiplicados por 2). 


Trazamos una circunferencia de ra- 
dio OC =R=2u= 2r. El valor de O sigue 
siendo 1 rad. Si medimos el valor del 
arco 


Leo =0-R=1-21r=2r= 2-Lee =2u 


O al revés. Consideremos una circunferencia de radio R = 2r. 1 rad sería una longitud de 


Lo =0R=02r=20:>854 


arco de R = 2r u medida sobre la circunferencia de radio R = 2r. Como, 


= 2:Lee = 2 u. Por tanto, es independiente de la circunferencia. 


Ejercicio. Demuéstralo para una circunferencia de radio "n” unidades. 
J 


Problema. Un familia hace un viaje por un determinado paralelo de la Tierra en 3 jornadas. El 


primer día recorre la tercera parte. El segundo día recorre las 2/5 partes de la mitad del reco - 


rrido que quedaba. El último día, realiza el resto, que son 392 km. Sabiendo que el radio de la 


Tierra "R” son, aproximadamente, 6.4-10% m, calcula: 


- Recorrido de cada día en km. 


- Recorrido de cada día en radianes y radio *r” del paralelo. 


- Total de radianes realizados en los 3 días. Razona tu respuesta. 


- Distancia "d" al centro de la Tierra y latitud "q" de dicho paralelo. Ayú- 


date de la figura de la derecha. 


15. Razones trigonométricas 


Y como más arriba ha aparecido el seno de un ángulo, vamos a ver que significa. 


Consideremos el triángulo rectángulo de la página siguiente: 
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cateto opuesto _ 3 


Definimos seno de a > sen a = : 
hipotenusa 5 


cateto contigúo _ 4 


Definimos coseno de a => cos a = : 
hipotenusa 5 


cateto opuesto _ 3 
cateto contigúo 4 


Definimos tangente de a => tg a = 


Es decir, la tangente es igual al cociente de seno entre coseno. 


Observa que el cociente de todas estas razones trigonométricas es un número adimensional, 
ya que es el cociente de dos dimensiones iguales. Por tanto, seno, coseno y tangente no tiene di - 
mensiones. 


Ejercicio. Halla las razones trigonométricas del ángulo [ 
¿Has observado alguna similitud en los resultados de las razones trigonométricas de a y Pp? 


Si te fijas, el sen a es igual que el cos P. Y el cos a. es igual que el sen p. Y la tg a = 1/tg p 
(la inversa de la tg Pp). A estos ángulos a y p se les llaman complementarios y cumplen que 
a + p = 90 (ten en cuenta que la suma de los ángulos interiores de un triángulo es 1809) 


Ejercicio. Dado el triángulo de la figura, utiliza el teorema de Pi- 
tágoras y halla las razones trigonométricas de los ángulos a y P. 


Comprueba los resultados de las razones trigonométricas con 
los del ejemplo y el ejercicio anterior. ¿Qué está ocurriendo? 


Las razones trigonométricas de dichos ángulos son las mismas, a 10 cm 
pesar de tener distintos valores en catetos e hipotenusas. 


Si pensamos un poco, no tendría sentido que las razones trigonométricas de un mismo ángulo 
fueran diferentes, según el triángulo en el que esté dicho ángulo. La respuesta está en que si 
las razones trigonométricas son iguales, los ángulos deben de ser iguales y, por tanto, esos 
triángulos son semejantes y sus lados proporcionales (igual resultado del cociente) 


O al revés, cómo esos triángulos son semejantes (comprueba), sus ángulos son iguales y sus 
lados proporcionales. Por tanto, las razones trigonométricas de sus ángulos correspondientes, 
también. 


Por tanto, la definición del seno, coseno y tangente es independiente del triángulo rectángulo 
en el que lo estudiemos. Está definido para un ángulo, independientemente si construyo un 
triángulo rectángulo semejante más grande o más pequeño, ya que el ángulo es el mismo. 
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Ejercicio. Halla las razones trigonométricas de los ángulos agudos de los siguientes triángulos 
rectángulos y comprueba la propiedad de las razones trigonométricas de los ángulos comple- 
mentarios. 


40 cm 


12 cm 


Problema. ¿Te acuerdas de la ley de Snell? Si observamos un lápiz en el 
que una parte de éste se introduce en un vaso de agua, vemos como se 
dobla dentro del agua. Busca los valores de los índices de refracción del 
aire y del agua, y aplica la Ley de Snell para calcular el ángulo de refrac- 
ción, sabiendo que el de incidencia son 20%. 


Más adelante, cuando volvamos a trigonometría, utilizaremos la calculadora para el cálculo de 
razones a partir del ángulo. Esto lo podremos aplicar al cálculo de alturas de puntos inaccesi - 
bles, cálculo de áreas, etc. Pero, un avance. 


Ejemplo. Calculo de la altura, los lados desconocidos y el área del B 
triángulo isósceles de la figura de al lado, donde a = 8 cm y a = 60%. Las 
razones trigonométricas del ángulo 60% son: sen 60 = 0.86 cos 60 = 0.5 


Buscamos un triángulo rectángulo. Por ejemplo, la parte derecha de di- 
cho triángulo. 
A 0 
Queremos calcular el cateto opuesto al ángulo 
60%, y conocemos la hipotenusa. Por tanto, utilizamos el sen 60. 


sen60 = 0,886 =h/8 => h= 8:sen60= 8:0,86= 86:8/100 > (mental - 


$ cm mente)  = (80+6)-8/100 = (640+48)/100 = 688/100 = 6,88 = 7 cm 


lado desigual > cos60 = (b/2)/8 = b/2 = 8:cos60 = 8: 0,5 = 8/2 = 4 cm 
>b=8cm 
(también podríamos haberlo hallado utilizando el teorema de Pitágoras) 


b'2. Área = 8:7/2 = 4-7 = 28 cm? 


Observación: Es un triángulo isósceles donde todos los lados son iguales, es decir, un triángulo 
equilátero. Es más, si observas con atención el enunciado, era un triángulo isósceles donde los 
ángulos iguales eran 60*. 
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Por tanto, el ángulo desigual también es de 60*. 


> 2:60 = 120% > 180* - 120? = 60% (ángulo desigual). Los tres ángulos son iguales. 


Ejercicio. Calcula el área de un triángulo equilátero de lado 6 cm. 


Ejercicio. Calcula el área de un triángulo isósceles de lado desigual 6 cm y ángulo opuesto a 


pa 
este lado 45”. Las razones trigonométricas del ángulo 45% son: sen 45 = cos 45 = > 


Ejercicio. Dí a tu profesor que te ayude a calcular las razones trigonométricas de un ángulo 
"sexagesimal" (ya hablaremos de otros) con la calculadora (modo DEG) y calcula los siguientes: 
60% ; 459 : 150% ; 120% ; 260% ; 240; 320% ; 300% ; 400% ; 420% ¿Qué ocurre? ¿Hay algunos 
iguales y otros iguales pero con el signo opuesto? Ya volveremos y daremos respuesta. 


Ejercicio. Calcula, con ayuda de la calculadora, las razones trigonométricas de los ángulos 

0% :90;:180 ; 270% ; 360%; 7209 
¿Qué ocurre ahora? Esto es más raro todavía. No te preocupes. Al igual que antes, ya volvere- 
mos y daremos respuesta. 


Problema. Una pista de atletismo tiene una longitud de 400 metros medidos, a 30 centímetros 
del borde interior. Las rectas miden 84,39 metros. Las cabeceras curvas tienen un radio de 
36,50 metros, con 115,61 metros de longitud. Poseen normalmente entre seis a ocho pistas de 
1,22 metros de ancho. Si te fijas, el ángulo recorrido por todos son 180% y, como habrás obser- 
vado en carreras de 400 m, unos corredores salen más adelantados que otros. ¿Cuál es la cau- 
sa? En la parte curva, la longitud que recorren los corredores de cada pista son distintas. 


Teniendo en cuenta sólo es- 
tos datos (ya que existen dis- 
tancias al borde de pista, entre 
pistas, ..), calcula la compen- 
sación que debe tener el corre- 
dor de la calle 2 con respecto al 
de la calle 1, para que en una ca- 
rrera de 400 m recorran la mis- 
ma distancia. 


Calcula, también, con respecto a 


la calle 6. 


Problema. Vamos a complicar el ejercicio de aplicación de la ley 
de Snell. Supongamos el vaso de agua con el lápiz. Sabiendo que 
los medios son aire y agua, que el ángulo de incidencia es de 20% 
y que la altura total del vaso es 14 cm. Calcula la posición en la 
"veríamos" el extremo inferior del lápiz y la posición real de di- 
cho extremo. 


Calcula el valor del ángulo de incidencia (ángulo hipotético de in- 
clinación del lápiz) para el que obtendríamos un ángulo de refrac- 
ción de 90% (no se vería lápiz dentro del agua) 


Problema. Si tienes una pecera, introduce un vaso de agua. Mirando desde el frente, intenta in- 
troducir una moneda dentro del vaso de agua. ¿De 10 tiradas, cuántas han caído dentro? No te 
preocupes por la respuesta a la siguiente pregunta. ¿Sabrías estimar la probabilidad de acier- 
to? 


16, Tantos por ciento. Repasemos 


¿Recuerdas cuando hablábamos de fracciones equivalentes? 


Ejercicio. Escribe tres fracciones equivalentes a 2/5. ¿Son las fracciones 3/5 y 15/25 equiva- 
lentes? 


Fíjate en lo siguiente Es decir, el porcentaje es 


LANA MO = 50/100 > 50% "a razón “particular”, 
á ás ti ui referida a 100 unidades. 


Por tanto, 
3 de x = 5/10 de x = 0,5 de x = 50/100 de x = 50% de x > La mitad de x es el 50% de x 


Ejemplo. 


- 50% de 60 = 60/2 = 0.5: 60 = 30 


-  1/10= 10/100 = 10% — La décima parte es el 10% 


-  1/5=2/10= 20/100 = 0.2 = 20% => La quinta parte es el 20% 


Además, el tanto por ciento lo podemos descomponer como suma (y, por tanto, multiplica- 
ción) de otros tantos por ciento, lo cual es obvio. 


Por ejemplo, 


30+20 
100 


30 
100 


Y 


de 50 de 60=18+12=30% de 60+20% de 60 ó 


50 
0 =30=-—— = = 
50% de 60=30 200 e 60 ( ) de 60 


50% de 60 = 25% de 60 + 25% de 60 = 2: (25% de 60) = 2:15 = 30 y ya que estamos 
2:(5:5% de 60) = 2:5:(3)= 30 dy si seguimos? 
2:5:5:1% de 60  = = 50:0,6 = 30 
(y el 1% de 60 = 0,6) 


Y todo esto nos ayuda al cálculo de tantos por ciento mentalmente. Y, por supuesto, siempre 
nos quedará nuestra maravillosa proporción: 


o 50 _ x 50 
o > ——=— 3 x= *.——= 
50% de 60 o 60 100 30 


Ejemplo. Veamos algunos ejemplos para hallar el tanto por ciento de forma que nos ayude al 
cálculo mental de ellos. 


20% de 40 = 1/5: 40=8 ó 0.2 : 40 = 2: 40/10 = 8 ó 
= (2:10)% de 40 = 2:10% de 40 = 2:40/10 = 2:4 = 8 


2/5 = 2:1/5 = 2:20% = 40% > 40% de 80 = 2:20% de 80 = 2:(80/5) = 2:16 = 32 
3:20% = 60% > 60% de 80 = 3:20% = 3-(80/5) = 3:16 = 48 


Y, por supuesto, y como hemos comentado antes, siempre nos quedarán las proporciones: 


20 x 20 20 x 1 40 
A E 
100 40” 100 . 7100.40.5 5 


Ejercicio. Calcula a que tanto por ciento corresponden las siguientes fracciones: 
3/5; +: 4: 9/4; 3/12; 3/20: 6/20 


Ejercicio. Calcula mentalmente: 10% de 45; el 20% de 80; el 25% de 80; 75% de 80 


¿Qué ocurre cuando tenemos que hacer el cálculo mental de porcentajes más complicados o 
el número del cuál calculamos el porcentaje no es exacto? 


Se pueden utilizar sumas de tantos por ciento conocidos o fáciles de calcular o productos de 
un % por un número (como hemos hecho arriba) u otras combinaciones. Por ejemplo: 
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3% de 2500 > 1% de 2500 = 2500/100 =25=> 3% de 2500 = 3:1% = 3:25 = 75 
20% de 18 > 10% de 18 =- 18 => 20% de 18 = 2:10% de 18 = 2-18= = 3,6 =18/5 
(Como 18-2 = 36) 
40% de 44 > 10% de 44 = 4,4 > 40% de 44 = 4: 10% de 44 = 444= =17,6 
(Como 4:44 = 176) 
40 % de 60 = 4:10% de 60 = 4-6 = 24 9) 2:-20% de 60 = 2:(60/5) = 2:12 = 24 


ó  40:1% de 60 = 40:0,6 = 24 


15% de 90 = 3:5% de 90 = 3-(10% de 90)/2 =3-9/2 = 27 = 13.5 
ó 
15 % de 90 = 5:3% de 90 = 5-(3-1% de 90) = 5:(3- 0,9) = 5-2,7 = 5-27/10 = 13.5 


Como 3:9=27 (ó 5:2 = 10 más 5:0.7 = 
5-7/10 = 3.5 > 13.5) 


(multiplicamos por 3 y después por 5 (o viceversa). Mentalmente, es más fácil que multiplicar por 15) 
ó 

15% de 90 = (10% + 5%) de 90 = (10% + 10%/2) de 90 =9+9/2=9+45=13,5 

Otras veces, puede ser más fácil lo siguiente: 


Ejemplo. 15% de 20 = 20% de 15 = 2: 10% de 15 = 2:1,5 = 3 


Ejemplo. 15% de 50 = 15:50/100 = 50:15/100 = 50% de 15 = (la mitad de 15) = 7.5 


Vamos a ver este ejemplo gráficamente con la ayuda de geogebra, mediante rectángulos de 
área 50 u/ y 15 u/. 


15% de 50 u2 


50% de 15 u2 


Se observa que las áreas seleccionadas son iguales 
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Otro ejemplo que ya hemos visto antes: 


15% de 90 = 90% de 15 = (100-10)% de 15 = 100% de 15 - 10% de 15 = 15 - 1,5 = 13,5 (mucho 
más sencillo que antes). 


Por tanto, debido a la propiedad conmutativa del producto de IR ,unas veces nos será más 


no: o x y o 
A > HL. _— => A , 
fácil calcular el x% de Y 100 y=x 100 o el y lo de X 


Hemos mostrado distintas formas de utilizar propiedades para ayudar al calculo mental de 
tantos por ciento (y de lo que no son, también). Así que, ahora te toca a ti. 


Ejercicio. Calcula mentalmente los siguientes tantos por ciento, utilizando la técnica que te re- 
sulte más sencilla en cada caso. 


20% de 68: 6% de 110; 25% de 45; 30% de 45; 16% de 50; 90% de 45; 8% de 90; 
16% de 60; 30% de 30; 15% de 25; 70% de 700. 


16.1 Y ahora, al revés 


Supongamos un caso sencillo. Por ejemplo, que el 40% de un número "x" es 64. ¿Cuál es ese 
número? 


Vamos a pensar. Lo que queremos calcular es el número, es decir, el 100% del valor. Vamos a 
ver distintas opciones de cálculo. 


Si el 40% de x = 64 => el 10% (el 40/4 %) de x = 64/4 = 16 => 100% (10:10%) de x = 
10:10% de x = 10:16 = 160 


> o mejor aún 40% de x = (4-10%) de x > 1/10 de x = 64/4 = 16 > x = 16:10 = 160 
=> o simplemente, razonando mentalmente. Si el 10% de x es 16, entonces el número x es 160 
> 6 40% de x = (2:20%) de x = (2: 1/5) de x = 64 => 1/5dex=32 > x=32:5=160 


=> y, por supuesto, otra vez nuestras proporciones: =p o 2 2=32-5=160 


¿Y si el 42% de un número x es 34? Aplicar una regla aquí es más complicado. Podemos des - 
pejar directamente de nuestra proporción: 


42 _34 7 ,34.100_ 3400 


100  x 42 42 
o calcular el 1% y multiplicar por 100. 
42% dex=34 => 1% (el 42/42 %) de x = 34/42 => 100% (1:100%) = (34/42):100 = 
(17/21):100 = (170/21):10 
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Una forma relativamente exacta, rápida y fácil de hacerlo es descomponer nuestro dividendo 
como sumas de múltiplos de 21 por potencias de 10. Por ejemplo, 21, 42, 63, 84, 105, 126, 147, 
168, 189, 210, 420, 630, 840, 1050, ..., 2100, 4200 ... que al dividirlos por 21 da 1, 2, 3, 4, 5, ..., 
10, 20, 30, 40, ..., 100, 200, ..., respectivamente. 


En nuestro caso, queremos dividir 170/21. Haríamos lo siguiente: ¿Sin pasarnos, que núme- 
ro multiplicado por 8 se acerca más a 170? => El 168 = 8-21 (8-20 = 160 > 8-21 = 168) 


170 8:21+2 8:21 2 2 
170=-8:21+2 > “A =stit4£-g 
70= 8:21 + A An AN N Por tanto, 


> 1700 = (8:21 +2)10=8021+20 >  4%-gp,20 


. 20 200 
— —:10. 
Para realizar A , hacemos ai 


Al igual que antes, sin pasarnos está el 189 = 21:9> 0,9. 
20:9=180 > 21:9=189 
Nuestro cociente sería 80 + 0,9 = 80,9 
42% dex=34 >x-" 80,9 
Otro ejemplo. Queremos dividir 8163 : 12. 


Múltiplos de 12 > 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 120, 240, 360,..., 720,...., 6000, 7200, 8400, 


Descomponemos 8163 en sumas de múltiplo de 12 por potencias de 10 > 


8163 _ 7200+963 _ 7200+720+243 _ 7200+720+240+3 
12 12 12 12 


=> Cociente = 680 resto = 3 > 


600+60+20+-2=680+-=680+0,25= 680,25 


Este método de división, con ayuda de tablas, se basa en el modelo de cálculo ABN (Abierto 
de Base Numérica). liAunque, lo mismo tarda uno menos dividiendo directamentel!! Bueno, el sa- 
ber nunca está de más. 


También es importante tener en cuenta que, cuando el divisor se descompone fácilmente, o 
se obtiene a partir de una operación sencilla de producto y/o división, se puede dividir men- 
talmente y sucesivamente por cada uno de los factores en los que se descompone. Y si el divi- 
dendo es divisible por el divisor, estás divisiones son mucho más sencillas. Como parece liosa la 
frase, con un ejemplo se ve rápidamente. 
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Ejemplo, 


- Para dividir por 4 = 2-2, se divide por 2 y se vuelve a dividir por 2. 
- Para dividir por 5 = 10/2, divido por 10 y multiplico por 2. 
- Dividir por 6, se divide por 2 y después por 3 (o viceversa). 


- Dividir por números como 1200 = 12: 100 = 12:10, se divide por la potencia de 10 y después 
por el correspondiente factor 12 (dividimos por 100, por 2, por 2 y por 3 ó por 2, por 2, por 3 y 
por 100, como sea más conveniente). 


Ejercicio. Calcula el valor desconocido 


20% de x= 100: 25% dex=50; 32% dex=64; 30% de x = 9; 50% de x = 25 


Ejercicio. Divide, de la forma que creas más conveniente: 


a. 3256:67 b. 6782:45 c. 4586:5 d. 78453:37 


e. 5678:4 f.67548:60 g. 45689:80 h. 58792:120 


Ejercicio. Busca en qué consiste el método ABN y realiza algunos ejemplos de multiplicación y 
división. 


16.2. Aumentos y disminuciones porcentuales, Recordatorio 


Recuerda que si existe una disminución porcentual en un "objeto" del x'%, el valor del objeto 
será del (100 - x)%. 


Y si existe un aumento porcentual del y%, el valor será del (100 + y)%. Recuerda también que 
el x% del y% es igual al (x-y)% 


Ejemplo. Un alimento, sin IVA, cuesta 9€ y este tiene un IVA del 10%. ¿Cuánto pagaríamos por 
dicho alimento?. 


Si no aplicamos lo anterior, siendo un poco intuitivos, si el precio del artículo fuera de 100€ y 
me sube un 10% (10€) costaría 110€. Como realmente cuesta 9€, subirá: 


100/10 = 9/x => x = 9:10/100 = 0,9€. > Precio final: 9 + 0.9 = 990 € 
O más fácilmente, el 10% de 9 = 0,9 €. > Precio final: 9+0.9 = 990€ 


O de otra forma directa, aplicando el aumento porcentual, si el artículo costara 100€ y me 
sube 10€, pagaría 110€. Si realmente cuesta 9€, entonces: 


100/110 = 9/x => x = 9:110/100 = 9,90€ precio final 
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Aplicación. Si una lavadora tiene descuentos del 20%, 25%, 50% y 75%, halla mentalmente el 
nuevo precio, suponiendo que su precio inicial era de 500 €. Pista: recuerda que el 20% de un 
número es la quinta parte del número, el 25% es .... 


Problema. Si después de hacerle un descuento del 20% a un ordenador pago 350 €, ¿cuál era el 
precio inicial? Y si a un lavavajillas se le suma el IVA del 21%, el precio resultante es de 566€. 
¿Cuál era el precio sin IVA del lavavajillas? 


Problema. ¿Recuerdas nuestro tonel? El problema siguiente aplica los resultados de los tantos 
por ciento y realiza también con fracciones (¿te acuerdas?), y comprueba que obtienes el mis- 
mo resultado. 


Pues resulta que de nuestro tonel, el primer día se extrae el 40% del líquido y el siguiente 
día, de lo que queda, se extrae el 50%. Se mide el volumen de líquido que hay dentro del tonel y 
son 300 litros, ¿qué capacidad tenía el tonel? 


Y si en otro tonel, de capacidad distinta, se extrae el mismo porcentaje de líquido que en el 
anterior tonel en los distintos días y han quedado dentro 2100 litros, ¿qué capacidad tenía este 
tonel? 


17. ¿Volviendo y recordando las rectas y proporcionalidad? 


Ejercicio. Representa la siguiente función de proporcionalidad y = 2x/3 


Ejercicio. Dada una recta que pasa por los puntos (0,0) y (3,4), halla el valor de la pendiente de 
la recta que representa. Pinta la gráfica correspondiente. 


Ejercicio. Vamos un poco más allá. Dada una recta que pasa por los puntos (2,1) y (4,5), repre - 
senta la recta en unos ejes coordenados. Halla la pendiente de dicha recta. ¿Dónde corta al eje 
Oy? 


Volvamos a la proporcionalidad. Fíjate en lo siguiente 


Vamos a representar la función de proporcionalidad y = 2x y la función y = 2x + 1. 


Para ello, sabiendo que la pendiente es 2 y las ordenadas en el origenes n=0yn=:l1, res- 
pectivamente, (pasa por el punto (0,0) la primera y (0,1) la segunda), pues ya se puede repre - 
sentar fácilmente. O también, realizando una pequeña tabla de ambas. Por ejemplo, 


y = 2x (recta azul) y = 2x+1 (recta verde) 
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Al representar las funciones, lo pri- 
mero que observamos es que tienen la 
misma inclinación, son paralelas. Lógico, 
las pendientes (m = 2) son iguales como 
observamos en sus expresiones algebrai- 
cas. 


Lo siguiente que observamos es que la 


función y = 2x + 1 es la función y = 2x 
trasladada en vertical 1 unidad. (lo ob- 
servamos en la tabla para los distintos 
valores de x, aunque mucho mejor en la 
gráfica). Esto significa que si la función 
y = 2x corta al eje OY en (0,0), la fun- 
ción y = 2x + 1 corta al eje OY en (0,1). 


En general, si tenemos una función f(x) y le sumamos una cantidad "+", entonces los nuevos 
valores de la coordenada "y" son los anteriores más "+" y la gráfica aparece con la misma forma 
que la anterior, pero "t" unidades más arriba (o más abajo, si + es negativa). (Desarrollaremos 


esto más adelante) 


Es decir, si y = f(x) con f(Xo) = yo > dada la función y' = f(x) ++ entonces yo = f(Xo) + t 
= Yo + 1 


Continuando con nuestra función y = 2x + 1, se le 
llama “función afín”, y su representación, evidente- 
mente, es una recta. En general, la escribimos como y 
= mx + n, donde m es la pendiente (que ya sabes cómo 
hallarla) y a "n” se le llama "ordenada en el origen”. 


Significa que la recta corta al eje OY en el punto 
(On). Se obtiene haciendo x = O en la expresión alge- 
braica, ya que los puntos de corte con este eje tienen 
la coordenada x = O y son de la forma (0 y) 


y=20+1 > y=1 => Punto de corte con el eje 
Oy (0,1) 


¿Y donde cortará al eje OX? 


La recta cortará al eje OX en puntos de la forma (x, 0). Esto quiere decir que la coordenada 


A 1] 


y" debe ser O. Hagamos y = O en la expresión algebraica de nuestra recta. 


O=2x+1 >2x=-1 > x=-1/2. => El punto de corte con el eje OX es el (-1/2, 0) 
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Ejemplo. Calcula la ecuación de una recta que pasa por los puntos (4,1) y (2,5). ¿Dónde corta al 
eje OX? Halla las ecuaciones de una recta paralela a la anterior que pase por (0,5) y de otra cu- 
yos valores de coordenada "y" estén 6 unidades por debajo de esta última. 

Comprueba si los puntos (2,4) y (5, -1) pertenecen o no a la recta original. Representa las rec- 
tas. 


Comencemos, directamente con la fórmula o a partir de la representación de los dos puntos: 
Ax 2-4 -2 


La ecuación de la recta es, por ahora, y = -2x+n 


Como observas en la gráfica, hemos representado solo una 
parte de la recta, en la que no vemos donde corta al eje OY. 
Así vemos el procedimiento que deberíamos seguir si no pode- 
mos ver o determinar con exactitud el valor de *n”. 


Cómo el punto, por ejemplo, (4,1) pertenece a nuestra rec-' 


ta, entonces tiene que estar en la tabla que haríamos para re- 
presentar nuestra recta. O lo que es lo mismo, debe cumplir 


la expresión algebraica de nuestra recta. Es decir, si sustitu- 


$1 


yo en la “x" el valor de 4, obtendríamos en la "y" el valor de 1. 


lx [4 | 1=-24+n > 1=-8+n > n=1+8=9 


La ecuación de la recta sería y =-2x+9 


Si quitamos zoom a la gráfica de arriba, observamos 
como corta al eje OY en (0,9) en la gráfica de la derecha 


Como hemos dicho antes, la recta cortará al eje OX en 
puntos de la forma (x,0). Esto quiere decir que la coorde- 
nada "y" debe ser O. Si observamos la gráfica, vemos que 
está entre el 4 y el 5, pero no podemos asegurar que sea el 
4,5. Por tanto, hagamos y = O en la expresión algebraica de 
nuestra recta. 


O=-2x+9 ; 2x=9:; x= 9/2 


El punto de corte con el eje OX es (9/2, 0) 


Como podemos observar, los puntos de corte con el eje OX de una función se hallan re - 
solviendo la ecuación que resulta al hacer y = f(x) = O 
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Después, el problema nos pide una recta paralela a la anterior, es decir, la pendiente debe 
ser m=-2. Si pasa por (0,5), quiere decir que corta al eje OY en dicho punto. Por tanto, la or - 
denada en el origen toma el valor de n = 5 y la ecuación de la recta será y =-2x+5 


Prosigue, pidiendo una recta que esté 6 unidades por debajo de esta última. Sólo habrá que 
sumar a nuestra función anterior el valor de -6. 


Si la recta es y =-2x+5 =>  6unidades más abajo y = (-2x+5)-6; y =-2x-1 
Para comprobar si un punto pertenece a una recta, debe cumplir su ecuación, cómo ya he- 
mos visto con el punto (4,1) más arriba. En nuestro caso, tenemos que comprobar si el punto 


(2,4) y (5, -1) pertenecen a la recta y =-2x+09, 


y =-2x+9> -22+9=-4+9:=524 > Por tanto, (2,4) no pertenece a dicha recta 
Y==2x*9> =¿20+9=-1049=-1 => Por tanto, (5, -1) si pertenece a dicha recta 


Si observamos las rectas de la figura de abajo, veremos estas rectas paralelas representa- 
das y cómo el punto (2,4) no pertenece a la primera recta y el (5, -1) si pertenece. 


2x +. y= 9 


Nota: Si su pendiente es, por ejemplo m = 2, significa que, por cada unidad que se avance en el 
eje OX, se sube (crece) 2 unidades en el eje OY, al contrario que la de nuestro ejemplo, que 
baja (decrece), ya que su pendiente es m = -2. 


Ejercicio. Dada la función y = -2x, y=-2x+1e y=-2x-1, 
¿Cuál es la pendiente y la ordenada en el origen de cada una de ellas? ¿Son paralelas? ¿Dónde 
corta al eje OY cada una de ellas? ¿Son crecientes o decrecientes? 


Halla la ecuación de una recta paralela a ellas que pase por el punto (0,3). ¿A qué recta perte - 
nece el punto (0,1)? ¿Pertenece a alguna de ellas el punto (0,5)? ¿Y el punto (2,3)? 


Halla el punto de corte con el eje OX y representa dichas funciones. 


Ejercicio. Dada la recta y = 3x - 1, 

- Halla la ecuación de una recta paralela a la anterior que pase por el punto (0,2) 

- Halla la ecuación de una recta paralela a la anterior que pase por el punto (3, - 1) 

- Halla la ecuación de una recta que cuyos valores de y están 3 unidades más abajo que la pri- 
mera 


Ejercicio. Dada una recta que pasa por los puntos (2,3) y (3, 6) 

- Halla la ecuación de la recta 

- Halla la ecuación de una recta paralela a la anterior que pase por (1, - 2) 

- Halla la ecuación de una recta que está 3 unidades más arriba que la primera. 
- Representa dichas rectas. 


Ejercicio. Dadas las siguientes funciones y representaciones, identifica cada gráfica con su ex- 
presión algebraica. 


10 1 
a) PR b)  y=2x+1 C) y=73Xx+-7 d) 


li 


Ejercicio. Dada las siguientes rectas, halla la expresión algebraica de cada una de ellas. Halla 
también los puntos de corte con los ejes 


Nota: Suponemos que ya sabes resolver ecuaciones de primer grado con denominadores y/o pa- 
réntesis. Si todavía tienes algunas dudas, busca un libro de matemáticas de 3 de ESO y, con 
ayuda de tu profesor/a, recuerda cómo se resuelven. Por tanto, partiremos de la premisa "sé 
resolver ecuaciones de primer grado". 


Ejercicio. Resuelve las siguientes ecuaciones. Después, expresa cada una de ellas de la forma 
ax + b= 0, Representa las rectas y = a:x + b. Compara el punto de corte de cada recta con el eje 
OX y la solución de la ecuación correspondiente. 


=x--= b  2x-3 


Problemas. Te acuerdas de nuestro tonel. Resuelve el problema con fracciones y mediante 
ecuaciones. 


- En un tercer tonel, el primer día sacan 1/3 del total de su capacidad. El segundo día sacan las 
5/8 partes de lo que quedaba. Como no midieron estos litros, sacaron el resto y midieron 30 li- 
tros. ¿Qué capacidad tenía el tonel? 


- Resulta que en granero que estaba justo al lado del tonel, el primer día se extrae el 40% del 
grano. De lo que queda, se extrae el 25%. Se mide lo que queda y resultan 3600 kg de grano. 
¿Cuántos kilogramos de grano había? 


$2 


Problema. No es un tonel ni un granero, pero es lo mismo. 

En un viaje, el coche lo hemos llenado hasta la mitad. Al llegar, hemos gastado la tercera parte 
de la gasolina que teníamos. Nos quedan 20 litros. ¿Cuántos litros de gasolina le caben al depó- 
sito? 


Problema. La edad de un padre en el momento actual es el triple de la del hijo. Pero dentro de 
10 años será el doble. ¿Cuál es la edad de cada uno? 


17.1, ¿Por qué es tan importante la recta? 


Existen muchos fenómenos en la naturaleza que tienen un comportamiento "lineal" en un am- 
plio rango de valores de la coordenada x. Esto nos permite, a partir de un determinado números 
de valores conocidos, conocer el comportamiento y lo que ocurriría en otros valores de x. Por 
ejemplo: La ley de Hooke, la ley de Ohm, el espacio recorrido por un móvil en un movimiento uni - 
forme,... Vamos a ver algunas aplicaciones. 


Aplicación. Existen unas fórmulas, llamadas de Pearson, que nos da la relación entre la longitud 
del fémur de un hombre y mujer adulto y su estatura, y son las siguientes: 


Mujeres > Estatura (cm) = 1,94 x Longitud del fémur (cm) + 72,84 


Hombres > Estatura (cm) = 1,88 x Longitud del fémur (cm) + 81,31 


Resulta, que en una investigación arqueológica encuentran el fémur de un hombre adulto. 
Estima la altura de este hombre, sabiendo que la longitud del fémur es de 30 cm. Representa 
la función. 

Por otro lado, mide tu altura, estima tu fémur a partir de las fórmulas anteriores y compáralo 
con el tuyo a través de la gráfica anterior. 


Problema. Los materiales conductores, como por ejemplo el cobre, varían la resistencia eléctri- 
ca con la temperatura según la expresión R(T) = Ro(1 - a:T). Si suponemos el valor de "a" 
constante en el intervalo de temperaturas desde los 273 “K hasta los 350 *K, representa la 
variación de la resistencia R con el incremento de la temperatura. Responde a las siguientes 


preguntas: 


¿Es una variación lineal? ¿Qué valor de resistencia obtendríamos para el cobre a los 300 *K? 
¿Y a los 50 *C?. Si la temperatura varía un 10% respecto de la de referencia, ¿cuál es el valor 
de la resistencia? 


Nota: Se llama "a" al coeficiente lineal de temperatura de la resistencia, que se puede con- 
siderar constante en un determinado rango de temperaturas. Y Ro es el valor de la resistencia 
a una temperatura de referencia, generalmente 20 *C. En el caso del cobre a = 0,00393 (2/%C 
= 3,93-10? Q/%C y Ro (20%C) = 6.52 (2. 
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Otras veces, si el comportamiento de un sistema es lineal, nos permite ver la "velocidad de 
cambio" de ese sistema entre dos estados distintos. 


Ejemplo. Un pantano tiene una capacidad de 70 hm? en el momento de su construcción. Resulta 
que al cabo de 10 años, la capacidad es de 68 hm*. Esa disminución ha sido debida a la acumula- 
ción de sedimentos arrastrados por los ríos, arroyos, etc que vierten a este pantano. 


Si suponemos que esta acumulación es lineal anualmente, ¿cuál es tasa media anual de disminu- 
ción de la capacidad del pantano (velocidad media de disminución del agua en ese tiempo)? ¿Al 
cabo de 100 años, cuánto habrá disminuido la capacidad del depósito? ¿Cuál será la expresión 
algebraica que rige este fenómeno? Representa la función. ¿Para qué año se espera que la capa- 
cidad se haya reducido a O hm*> 


Vamos allá. Cómo la variación es lineal, entonces, lo que deberemos hallar es la "pendiente" de 
nuestra función lineal desconocida. Dicha pendiente nos dará la variación en vertical (disminu- 
ción de la capacidad) para una variación unidad en horizontal (tiempo en años - 1 año-). 


aos 687 hm? ; ; E 
tasa variació n= 0.2 E Pendiente negativa > nuestra recta es decreciente 


La capacidad del pantano disminuye 0,2 hm? cada año. Al cabo de 100 años habrá disminuido 
0.2:100 = 20 hm? => capacidad = 70 - 20 = 50 hm* 


Habría que tomar medidas para disminuir la entrada de material al pantano. 


En el momento inicial, el tiempo es igual O años. Por tanto, su capacidad es de: 

70hm? > n=70 

Nuestro modelo vendría dado por la expresión C = -0,2:t + 70 = (y = -0,2x + 70) con C, ca- 
pacidad en hm? y t, tiempo (en años) 


Los O hm? se alcanzarán cuando y = 0 > O=-0.2x+70 => x= 70/0.2 = 350 años 


$4 


Problema. La falla de San Andrés separa la Placa Pacífica y la Placa Norteamericana, que se 
mueven horizontalmente una con respecto a la otra (rozan). Estima la velocidad de separación 
por año, si en el año 2000 dos puntos que se tomaron como referencia y que estaban separados 
35 mm, en el año 2009 estaban separados 260 mm, considerando que el movimiento de las pla- 
cas es uniforme. ¿Cuál es la expresión algebraica que rige este fenómeno? 

Si las placas se han separado un 5% respecto del año 2000, ¿qué distancia existe entre am- 
bas placas? ¿Cuánto tiempo ha pasado? Representa la recta. 

¿Para cuando se espera una separación de 1m? 


Aplicación. El movimiento uniforme corresponde a un movimiento a velocidad constante. Es de- 
cir, si vamos a la misma velocidad, en intervalos de tiempo iguales recorremos la misma distan - 
cia o espacio. Aún más, en la mitad de tiempo recorreremos la mitad de espacio, en el triple de 
tiempo el triple de espacio, en .... Por tanto, si dividimos el espacio entre el tiempo invertido 
siempre se obtiene el mismo valor, la velocidad. 


“M n 


Si llamamos "e" al espacio y "+" al tiempo, e "Ae" a los intervalos de espacio recorrido en el in- 


tervalo de tiempo "At", entonces 


Ae, 
Ae, ob 3-:4e, 
= = A = v (velocidad 
eN a 3-At, ( ) 
2 


Ejemplo. Supongamos un coche que va a una velocidad de 60 km/h. ¿Qué distancia recorrerá en 
1 hora? ¿Y en 2 horas? ¿Y en 4 horas? ¿Y en 4 horas y media? ¿Y en 180 minutos?. 


Si va a 60 km/h > Recorre 60km en 1 hora 


En 2 horas, el doble, 120km ó  60/1=x/2 => x= 120 km 
En 4 horas, el cuádruple, 240 km ó 60/1 = y/4 => x= 240 km 


En 4 horas y media recorrerá igual que en 4 horas más la mitad de 1 hora. Es decir, 270 km. 


4 horas y media = 4,5 horas = (4 + 0,5) horas > (240 + 30) km > 270 km 


60/ _ z IS 
/ = ya z= 270 km 
En 180 minutos = 3 horas > 3:60 = 180 km 


Vamos a construir una tabla 


Tiempo(h) 1 2 3 41450 
Espacio (km) 60 120. 180 240 270 
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¿Qué tenemos? Una función de proporcionalidad, de 
constante de proporcionalidad de la relación espacio- 
tiempo igual a 60. 


Es decir, la velocidad (60 km/h) es la pendiente de la 
gráfica espacio-tiempo (a la izquierda). Por tanto, 


Ae e.-e 
vz > z z E > Y/zv=m 
At, tt; X 


En el ejemplo anterior, 


eJ_ Y/-_ ws z 
= 2/=60> e=60t> y=60 
Ze es ñ Y 5 


Problema. Se sabe que un coche lleva una velocidad constante. A los 30 sg ha recorrido 60 m y 
20 segundos después lleva ya recorridos 100 m. Calcula la velocidad del coche en m/s y en km/ 
h. Representa la gráfica correspondiente a este movimiento. Escribe la expresión que relaciona 
el espacio y el tiempo. Calcula la distancia recorrida a los 300 segundos y la hora. Calcula el 
tiempo necesario para recorrer 1 km. 


Aplicación. Una forma de calcular la concentración de una disolución es mediante la determina - 
ción refractométrica. La concentración está relacionada con la densidad y la densidad con el ín- 
dice de refracción, es decir, con la velocidad de la luz en el medio n = c/v (ya lo vimos), siendo 
esta una relación lineal. 


Imaginemos que se estudia el índice de refracción de una determinada sustancia para unas 
concentraciones conocidas, obteniéndose los resultados de la tabla siguiente. 


Xi Yi Tenemos dos variables, x (concentración) e y (índice de 
Concentración (%) n refracción) 
10 1,3479 - ¿Qué tipo de relación existe? 
- Halla la ecuación que más se ajusta a esta relación. 
35 1,3751 - Si la concentración fuera del 20%, ¿cuál sería el valor del 
50 1,3870 índice de refracción? 
65 1,3872 - Si obtenemos un índice de 1,39 en una concentración de la 
misma sustancia, ¿qué concentración debe tener dicha 
80 1,4079 disolución? 


Para resolverlo, vamos a hablar un poquito de Estadística. 
Ejercicio. Pero antes, un poco de cálculo mental. 


23+59; 78-46; 45+67; 56-38; 456+879; 653-348 
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18. Estadística 

Ya supongo que sabes calcular el valor medio de una serie de datos. Lo sueles hacer bastan- 
tes veces con las notas de tus propios exámenes. Pero, la media de una serie de datos, ¿es re- 
presentativa de esos datos? 


Por ejemplo, si un alumno A obtiene en dos exámenes un 6 y un 4, y otro alumno B, un 9 y un 
1, la media de ambos es 5. ¿Aprobaríais a los dos o suspendería alguno? (más abajo volveremos a 
hacer la misma pregunta). O de otra forma, si yo me como un bocadillo y medio y tu medio boca- 
dillo, de media nos hemos comido un bocadillo cada uno (que yo me he comido bastante más que 
tú) 


En los telediarios, por ejemplo, aparece el gasto medio por familia en el inicio del periodo 
educativo, allá por septiembre, y siempre dice que es de unos 600 €/familia. Rápidamente, la 
mayoría decimos "mi familia se ha gastado mucho menos, unos 100 o 150 €”. Quiere decir que 
existen familias que, probablemente, han superado los 1000 €. 


Para solventar este problema, tenemos que tener en cuenta lo que podemos llamar "distancia 
a la media”. 


Notas Alumno A — x¡> Xx:=4 y x2=6 Notas alumno B_ x¡>x,=9 y X2=1 


Número de datos N = 2 (dos notas cada uno) 


Fijémonos en los dos alumnos. Los dos, de media, tienen un 5 ( Xx=5 ) 


2 


28 
XFX " 
q A OS O, == 
2 2 N 


Sin embargo, la distancia de las notas a la media serían: 


El alumno A,de 6a 5 es 1, y de 4 a 5 es -1. Del alumno B, de 9a5es4 ydela5es- 4. 


Alumno A> 6-5=1 y 4-5=-1 ; AlumoB  9-1=1 y 1-5=-4 
La operación que hemos realizado para cada alumno con sus notas es (X;- X ) 


Si sumamos las distancias de cada alumno, obtenemos O 


Alumno A > 1+(-1)=0 y AlumoB => 4+(-4)=0. Vaya, esto nos sirve de poco. 


Debemos tener los valores de estas distancias positivos. Por tanto, si elevamos al cuadrado 
estas distancias, los valores se hacen positivos. Si sumamos estas distancias al cuadrado y las 


dividimos por el número de notas (N), estamos hallando la media de estas distancias al valor 


medio al cuadrado. 


87 


Alumno A > 1%+(-1)=2 ; Alumno B > 4% +(-4) = 32 => Operación realizada: 


as 
x 
1 
* 
=— 
+ 
asa 
Xx 
O 
1 
* 
=— 
SN 
y 
Mo 
EN 
| 
el 
—Gú 


i=1 
Y como cada uno tiene 2 notas (N = 2) > Alumno A => 2/2=1 ; Alumno B => 32/2 = 16 
2 
ya (=x]" 
i=1 


> l04- Xx Y+(- xXx )]> E A este valor se le llama Varianza. 


Vamos a deshacer la elevación al cuadrado que hicimos, hallando la raíz cuadrada de la varian- 
za. 


Alumno A> V1=1=0, :alumnoB > 16=4=0, 


Este valor recibe el nombre de Desviación Típica. 


| 
Desviación típica o=| 
En nuestro caso, la desviación típica del alumno B es 4 veces mayor que la del alumno A. 


En resumen, realizando una tabla: 


xi * 
9 


? 


: 


La varianza (media de las distancias al valor medio al cuadrado de cada uno de los datos), es 


un parámetro que nos señala si la distancia de los datos a dicho valor medio es grande o peque- 
ña y, por tanto, nos indica si la media es representativa o no. 


Y de nuevo la pregunta tras haber estudiado el caso, ¿aprobarán los dos alumnos o debería 
suspender alguno? 


Volvamos a nuestro problema-aplicación. 
Vamos a representar los puntos en un sistema de ejes, donde la concentración está en el eje 
OX y el índice de refracción en el eje OY. 
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1,42 1,4079 


Xi Yi 
Concentración (%) [Índice de refracción (n)| E 1,4 me 131 da 
10 1,3479 Ss 1,38 a 
Oo 
35 13751 £ 1,136 1,3479 
1 o a 

50 1,3870 E 1,34 

65 1,3872 5 1,32 

80 1,4079 1,3 

0 10 20 30 40 50 60 7O 80 90 
Xx =48 y =1,38102 


Concentración (%) 


Se observa que los puntos siguen, aproximadamente, una recta. Es decir, debe existir una 
dependencia lineal. ¿Cómo podemos hallar la recta que más se ajusta a estos puntos? Esa recta 
es la recta de regresión lineal en la que, sin entrar en detalles, es la que mejor se ajusta a la 
nube de puntos y que pasa por el punto ( x , y )(es lógico, ya que cuando x= x ,entonces 
el valor de y = y ) 


Esta recta viene dada por 
e (8) (979) 


y=y+2 (x=X) donde 0, es lo que se llama covarianza ( 0, == mm ) y del 


i=1 


que ya hablaremos más adelante ) y 0, ([ 0,= ) es la desviación típica de la variable 


x, la concentración. 


Utilizando el programa CALC del paquete Libreoffice, se obtiene 


£(x) =0,000789317406143 x + 1 34313276450512 > y “0,00079-x + 1,34 
R* = 0,946582657937655 


> R?-0.95=>R=0,97 muy cercano a 1 


“R” es el llamado coeficiente de correlación lineal, que determina la calidad de este ajus- 
te. 


n N N 
N-», xy dy, e Y 
¡=1 i=l o i=1 


R=5 
| n n 


[2 


i=1 i=1 


Si Restá cerca (o incluso igual a 1), el ajuste es bueno y lo que pueda predecir será fiable. En 
cambio, si Res cercano a O, el ajuste es malo y, por tanto,no fiable. En nuestro caso, es fiable. 
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Ejercicio. Halla el coeficiente de correlación lineal y la ecuación de la recta de regresión a par - 
tir de la expresión dada más arriba y compara con la que se ha obtenido con CALC. 
1,42 1,4079 


1,4 1.3754: 35382 1:387 


1,38 


Si la representamos observamos que, como 


era de esperar, pasa por el punto "valor medio 


1,36 - 1,3479 
de las variables x e y (x,y) " (48, 1,38102)"”, 154 
obteniéndose la recta de la derecha. 1,32 
13 


Índice de refracción (n) 


O 10 20 30 40 50 60 7O 80 90 


Concentración (%) 


Problema. Los valores de CO,, a lo largo de los años de la tabla, en la atmósfera han sido: 


Año 1985 1990 |1995 2000 | 2005 | 2010 2015 |2018 
CO. ppm 345 354 360 369 378 388 399 | 407 


- Representa la nube de puntos y observa la tendencia. Halla el coeficiente de correlación lineal 
y, si lo consideras a partir de este valor, la recta de regresión lineal. 


- Se habla que superar las 500 ppm sería muy nocivo para la vida en la Tierra. Si suponemos que 
la tendencia de crecimiento del CO, sigue de la forma hallada y no hacemos nada por remediar - 
lo, ¿sobre que año se llegará a este valor? 


Aplicación. Si cogemos nuestro tonel cilíndrico, lo elevamos im y le hacemos un orificio en su 
parte más baja, el agua se sale, claro. Si realizas el experimento, observarás como el agua des - 
cribe una parábola, cuyo alcance va disminuyendo conforme va disminuyendo la altura en el to- 
nel. 


Si pensamos, cada vez hay menos "masa de agua” en el tonel. Es como si la masa de agua que 


empuja a la que tiene debajo cada vez es menor y va cayendo con menos fuerza conforme va pa- 
sando el tiempo. 


Como hemos dicho antes, la altura en el tonel va disminuyendo. ¿Cómo podemos modelizar la 
variación de la altura a medida que sale el agua de este tonel cilíndrico y va cambiando su volu- 
men? 


Si se echa agua hasta una altura conocida determinada h, sabiendo que el volumen de un cilin- 
dro es V= Áreasase:h = tur” h, donde "r” es el radio del cilindro y es constante. Por tanto, la re- 
lación entre el volumen y la altura es lineal. Quiere decir que existe una constante de propor- 
cionalidad de valor V/h = tr:r?. Esto nos permite construir una escala V-h. 


Si echamos 1 u de agua en altura, el volumen será V, = ter*-1 u*. Si echamos 2 u de agua en al - 
tura, el volumen será V, = ter”-2 y? = 2-( 1er?) u? = 2-V, u?. Si echamos 3 u de agua en altura, el 


volumen será 3-V, u?.... ("r” debe estar en la misma unidad que h). Es decir, — es constante. 


Te suena de algunas páginas anteriores, ¿verdad? 


Ejercicio. Realiza el siguiente experimento. Coge un cilindro hueco de plástico transparente o 
translúcido, ... y halla sus medidas. Construye la escala correspondiente y la pegas. Después, 
coge volúmenes de agua conocidos, los viertes en el cilindro y comprueba que la altura marcada 
corresponde con el valor de volumen correspondiente. 


Halla también la recta que modeliza este sistema y calcula el volumen para una altura al azar 
a partir de la recta. Comprueba echando agua en el recipiente hasta la altura elegida, y mide 
dicho volumen en una probeta de fábrica. Debe de coincidir con el valor que te da la recta. 


Ejercicio. Haz un agujero en la parte baja de este cilindro y lo tapas. Vuelve a llenar hasta una 
altura considerable midiendo su volumen . Después abres el agujero y vas apuntando en una ta- 
bla las alturas o volúmenes y el tiempo de medida de dichas alturas o volúmenes. 


¿Es constante e ?. Ayúdate de Calc y representa la nube de puntos. Observando dicha 
nube, ¿reconoces algún tipo de función que podría modelizar este experimento? 


Nota: Realiza esta práctica en grupo, al menos, de 3 personas. Uno va leyendo altura-volu- 
men, otro toma nota de dicha altura-volumen y el tercero, con un crono, nota del tiempo de me - 
dida. Es muy importante estar sincronizados en la lectura de la altura-volumen y el tiempo 
(toma valor "O segundos” el momento de inicio de salida del agua por el agujero). 


19. Sigamos con nuestras rectas. ¿Y si ponemos dos rectas? Sistemas de ecuaciones. 


Representemos las rectas y = x - 2 y  y=-2x+1 


| Ya sabemos averiguar las características de ambas rec- 
tas, pero ahora observamos que se cortan en un punto, el 
(1,-D. 

| Ese punto es común a ambas rectas y pertenece a 

cada recta. Quiere decir que si sustituimos el valor de *x" 

e “y” en cada recta, tiene que cumplirse la igualdad (com- 

prueba). Por tanto, es solución de las dos y del sistema de 


lecuaciones que forman. 


Es decir, resolver un sistema de ecuaciones "lineales, 
nos permite hallar los puntos de corte de las rectas. 


¿Cómo se resuelve? Recuerda que existen 4 métodos de resolución de sistemas de ecuacio - 
nes: sustitución, igualación, reducción y gráfico (acabamos de verlo). En el anexo sistemas de 


$; 


ecuaciones lineales repasamos estos métodos y recordamos algunos resultados interesantes. 
Antes de seguir, échale un vistazo. 


Resolvamos el sistema dado por las dos rectas anteriores, | a por reducción, ya 
que la incógnita "y" se elimina fácilmente restando 
y = e 
- y = - (-2x +1) 
0O= 3x-3 => 3x=3>x=1 Entonces sustituyendo en la 1* ecuación 
y=1-2=-1 > Punto de corte (1, -1), obtenido resolviendo mediante gráficas. 


Supón ahora que las ecuaciones del sistema no me las dan tan "bonitas". Por ejemplo, 


da ON 
3 


2% recta 3-(x-1)+3=2-(y+2)-4 


1% recta - 
2 


Podríamos "arreglar" el sistema y después aplicar el método más conveniente. 


qa 3x-2(x-y)_-12 


A + 3IK=¿2x+*2y="12 => x+2y = -12 
2%. 3x-3+3=2y+4-4 > > 3x-?2y= 0 
Por reducción 1? + 2%, y se va la "y" => 4x a=12 > X5=3 


Entonces, sustituyendo en la 2? ecuación: 3:(-3)- 2y=0 => 2y=-9 => y = -9/2 
Gráficamente: Realizamos una tabla a partir de las expresiones obtenidas de "y". O 
12=x directamente de las ecuaciones y, quizás más sencillo, en la 1% ecuación 
x + 2y = -12 > IZ dando cualquier valor a "y" y despejando "x", y en la segunda ecuación, dando 
valores pares a "x" y despejando "y" (dar el valor par de "x" es debido a que 
3x-2y= 0 > y=>É "y" tiene un coeficiente igual a 2, que al pasar dividiendo, si el numerador es 
par -3-par = par-, se obtiene un valor entero para “y”, obteniendo la gráfica 


de abajo. 
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Ejercicio. Resuelve los siguientes sistemas por el método gráfico y por el método de sustitu- 
ción, igualación y reducción, respectivamente. 


3ax=2y 13 


=4 
, AS A 3 3 y 
"12(x-2y)_3x 13 
3(x- y)+15=12-3x a 


Nota importante: Siempre que vayamos a representar una función, debemos hacernos una pre- 
gunta. ¿ Podemos darle a "x" cualquier valor? O dicho de otra forma ¿Existe algún o algunos va- 
lores de "x" que "no” pueda darle? Conforme vayan apareciendo nuestras funciones, iremos dan- 
do respuesta a esta pregunta. 


En el caso que hemos visto más arriba, la recta, ¿cual sería la respuesta? 


Por ejemplo, y = 2x +1 ¿Existe algún número que sustituido en la *x", multiplicado por (-2) y 
sumado el 1 no tenga solución, halla algún error o la calculadora nos de el típico "math error”? 


La respuesta sería NO. Cualquier número sustituido en la "x"”, multiplicado por (-2) y sumado 
el 1 nos da otro. Por tanto, podríamos darle cualquier valor. 


Generalizando, en cualquier función polinómica (y = ax" + b:x"* cx" +... + px + q), si susti- 


DR] 


tuimos un número en "x", obtendremos un número (más bonito o más feo) como resultado. 


Esto nos lleva a la definición de Dominio (un poco de aquella manera): Conjunto de valores de 
q y 
"x" que puede tomar la función. En nuestro caso, la función polinómica, Domf =R = (-oo, oo) 


20. Necesidad de un nuevo conjunto de números 


El teorema de Pitágoras nos dice que, dado un triángulo rectángulo 
de lados a, b y c como el de la figura, se cumple que 


a? = b? + e? 


Este teorema, si nos damos cuenta que el 
área de un cuadrado de lado L es L*, nos está 
diciendo que la suma del área de un cuadrado 
de lado a, siendo "a" la hipotenusa de un trián- ñ 
gulo rectángulo, es igual a la suma de las áreas 
de dos cuadrados, uno de lado b y otro de lado. ——————e 


c, siendo “b" y "c" los catetos de dicho triángu- 
lo rectángulo. 

No es nada intuitivo ver esta igualdad, ya que 
no existe ninguna razón que nos haga ver que 
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exista esta relación entre las áreas. Sin embargo, ya los egipcios conocían que el triángulo de 
lados 3, 4 y 5 o semejantes a éste, era rectángulo y lo utilizaban para trazar una línea perpen- 
dicular a otra. 


Sin embargo, hay una demostración muy simple, sencilla e intuitiva para el triángulo de lados 
3, 4 y 5 unidades, que aparece en el libro "Demostraciones visuales en matemáticas" de Ana 
Carvajal Sánchez y José Luis Muñoz Casado, de la editorial Catarata, y que la hizo Chou Pei 
Ching sobre el 500-300 antes de Cristo (impresionante). Así que vamos a verla. 


Cojamos el triángulo rectángulo de lados 3, 4 y 5 unidades 


Vamos a copiar este triángulo 4 
veces en las siguientes posiciones, 
formando un cuadrado de lado la 
hipotenusa del triángulo rectángu- 
lo 


Resulta que se forma un cuadrado de lado la hipotenusa (5 u), cuyo área es la hipotenusa al 
cuadrado (5* u*). Vamos a cambiar las posiciones de estos triángulos, obteniendo el siguiente: 


En esta figura de al lado, cambiamos el grosor y el color 
de las lineas que nos interesan y, así, visualizamos mejor 


lo que queremos ver, obteniendo: 


El área del principio, 5* u*, es igual a la suma de las 
áreas de estos dos cuadrados, es decir (3% + 47) uf. 


Por tanto, 5% = 3% + 4*= hipotenusa? = (cateto 1) + (cateto 2) 
p 


Increíble pero cierto. Más adelante jugaremos con el 
teorema de Pitágoras y hablaremos de las llamadas “Ter- 


nas Pitagóricas”. 
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Otra forma menos llamativa y más algebraica sería mediante la siguiente cons- 
trucción, a partir de nuestro triángulo rectángulo de la derecha. 


Girando y moviendo nuestro triángulo construimos la siguiente figura 


b c 


c 


d Se ha formado un cuadrado exterior de lado “b + c”, un 
b cuadrado interior de lado “a” y nuestro triángulo rectángulo 


repetido 4 veces. 


Si pensamos un poco, observamos que el área del cuadrado 
exterior tiene que ser igual a la suma de las áreas de las fi- 
e guras interiores. 


py b (Área del triángulo rectángulo es igual a +-b-c) 


Por tanto: (b+c)J=a4+4-Hb-c=a+2:b:c => 
b? + 2:b:c + c* = a+ 2:b:c 
b? + c? = q Demostrado 


¿Y por qué no generalizarlo a cualquier triángulo? Más adelante 


Por otro lado, los Pitagóricos creían que todo se podía medir con fracciones. Sin embargo, ya 
anteriormente en Babilonia, en una tablilla, la tablilla Vale, aparece la diagonal de un cuadrado 
con los números en hexadecimal 1; 24 51 10, donde el punto y coma es la separación de la par - 
te entera y fraccionaria. Entonces 1+ 24/60 + 51/60* + 10/60* = 1,414213...> (1/2. 


Los Pitagóricos calcularon la diagonal de un cuadrado de lado 1u, que mide y2 u (1 1%+17) y no 
pudieron obtener una fracción que representase dicha cantidad. 


Consideremos un cuadrado de lado 1u 


d? = 1%+1?=2 >d=y2u 


lu 


20.1 ¿Es /2 un número racional? Vamos a ver si "si" o si "no" (bueno, ya sabemos que no) 


En este caso tenemos dos opciones: o es racional o no lo es. Vamos a suponer que "si es ra- 
cional”. Si llegamos a un "absurdo", quiere decir que no lo es (esta forma de demostración se 


llama por reducción al absurdo) 
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, 1 a S m 
Supongamos que es racional. Entonces y2= 7 , donde pes irreducible. 


S|a 


2 
a 


12=2=3 >a?=2:b?*=> entonces, “a”" (positivo) es par (todo número natural multiplicado 


por 2, es par). Por tanto, "a" también es par (el cuadrado de un número par es par). 


A 1 


Si "a" es par, entonces se puede poner como otro número "p" multiplicado por 2 > a= 2:p 


Entonces a=2b? => (2p)=2b? > 4p"=2b? => b?=2:p* => "b" es par. Sia es par 
a 


y b es par, entonces » 


cible. 


no es irreducible > Contradice nuestra hipótesis en que sí era irredu- 


Por tanto, /2 noes racional. A estos números se les llamaron Irracionales (I). Entre 
otros números irracionales muy conocidos se encuentra r, e, ... de los que hablaremos más ade- 
lante. 


Tenemos un nuevo conjunto de números. Así que aumentamos nuestro conjunto de números, 
uniendo los racionales ( Q ) e irracionales (1), formando el conjunto de los Reales ( IR ), ya 
nombrado y utilizado. 


¿Es este el último conjunto de números que vamos a ver? O mejor aún, ¿Necesitaremos am- 
pliar este conjunto, como hemos tenido que hacer en casos anteriores? Ya responderemos a ello 
más adelante. 


Ejercicio. Consideramos un cuadrado de lado L. Comprueba que la diagonal mide L-y 2 u 


Ejercicio. Te acuerdas de mi televisión. La razón del largo al alto era de (y ya lo ponemos como 
vienen en dichas televisiones) 16:9. Vamos a suponer que, con esta razón, la imagen ocupa toda 
la pantalla. Pues mi televisión tenía un alto de 63 cm, aproximadamente, ¿de cuántas pulgadas 
es? ¿Cuáles serían las medidas de largo y ancho de una televisión de 70" manteniendo la razón 
de 16:92 


Pista: Una televisión, por ejemplo, de 30 pulgadas (30") es aquella en que la diagonal de la pan- 
talla de dicha televisión mide 30". 


Ejercicio. Para medir un árbol, realiza la siguiente estrategia. Calcula tu altura. Coloca un espe- 
jo a una distancia conocida del árbol. Unos 5 metros puede estar bien. A continuación, aléjate 
hasta que veas reflejado en el espejo la copa del árbol. Imagina que te has separado 1,5 metros 
y que mides 170 cm. Haz un boceto de la situación. ¿Te acuerdas lo que conoces sobre el rayo 
incidente y reflejado?. Ya realizaste un ejercicio parecido anteriormente aplicando el teorema 
de Thales. ¿Qué altura tiene el árbol? 


Ejercicio. Dada la circunferencia del dibujo de la siguiente página, de radio 10 cm, calcula la 
longitud de la cuerda. ¿Serías capaz de calcular el área de las dos partes en qué la cuerda divi- 
de al círculo? 
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Nota al ejercicio: Si trazamos un radio perpendicular a una 
cuerda, o si dada una cuerda trazamos una perpendicular que 
pase por el centro de dicha circunferencia, ésta divide a la 
cuerda en dos partes iguales. 


Este resultado nos permite ayudarnos de la construcción de 
triángulos rectángulos y poder aplicar el teorema de Pitágoras 
a la hora de resolver ciertos problemas. 


21. Ampliación. Otro teorema de Tales 


Resulta que en una circunferencia, si construimos un triángulo 


en el que un lado sea un diámetro, el triángulo formado uniendo los 
extremos de este diámetro con cualquier otro punto de la circun- | | ) 
ferencia (ver dibujo de la derecha), es rectángulo. 


Para ello, hagamos la siguiente construcción: 
Podemos observar que, OA = OB = OC = radio >si OA = OB, el 


triángulo AOB es isósceles. Entonces, los ángulos “a” son iguales. 
Por lo mismo, el triángulo BOC es isósceles y sus ángulos [ 


tambiénson iguales. 


| | Consideremos el triángulo ABC. La suma de sus ángulos es 180". 
LIA a+ p + (a+p)=180> 2-(0. + p)= 180 > (a + Pp) = 90% 
; Por tanto, el ángulo B = 90 


22. Potencias 
Para adentrarnos en las raíces, primero vamos repasar las Potencias. 


n veces 


Sabemos que, por ejemplo, 3% = 3-3-3-3 = 81. De forma general, x" = x-X-X......... -x;conX RR. 


El exponente actúa sobre el valor o elemento que tenga a su izquierda. ¿Por qué decimos 
esto? Vamos a ver un ejemplo y observa la diferencia. Calculemos el valor de (-2)? y  -2* 


> (-2), mirando hacia la izquierda desde el exponente, éste actúa sobre el paréntesis, que se 
cierra después del signo -. Por tanto, incluye al signo negativo y actúa sobre el (-2). Es decir, 
(2Y = (2)(-2) = 4 


En este caso, como ya sabes, cuando el exponente es un número par, el resultado es positivo. 
Cuando es impar, negativo. (-2)' = (-2):(-2):(=2) = -8 


> -2% Ahora, el exponente actúa solo sobre el 2 y no sobre el signo -. Por tanto, -2* = -(2) 


Y 


=-(2:2)=-4. Óó -2%= -(2)= -8 —> eneste caso, siempre es negativo. 
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¿Cuánto sería - (-2)? 


La jerarquía de operaciones nos dice que debemos de hacer la potencia antes de la multiplica- 
ción. Y - : - es una multiplicación. Por tanto, primero debemos hacer la potencia y, después, la 
multiplicación de signos: 


-(-2)= - [(-2)P = - (4) =-4 


Ejercicio. Calcula, con el signo correspondiente, -(-3)%: (3: -(+2Y:  -(-(-2)' 


Ejercicio. Averigua el signo de las siguientes potencias 
E E o A E E E SR (SMA EEC? 


Ejercicio. Calcula el cuadrado de los 20 primeros números naturales y después los memoriza- 
mos (No es tanto, el de los 10 primeros ya los sabes). 


Ahora, ya sabes calcular potencias de números positivos y negativos. Vamos a ver sus propie - 
dades 


22.1. Propiedades de las potencias (repasemos lo que ya sabemos) 


Empecemos con potencias que tengan la misma base 


32.31 = (3-3) (3-3:3-3) = 32 = 3% x0xM= x0m 


31 3? E 3/3? A a 3? sn e xx = xn m 


(cuidado con los exponentes negativos 3*/3 = 39 = 3**? = 3%) 
(39 = (3:3)* = (3:-3)(3:3)(3:3):(3:3) = 3* = 3%* 
Sigamos con potencias que tengan el mismo exponente. 
2957 = (2:2:2):(5:5:5) = (2:5)(2:5):(2:5) = (25) =100 >  x"y"= (xy) 
Por lo mismo, 


3 3 
2:5*= 22 E > ANYS 


Aplicación. Calcula, en forma de potencia, con el signo correspondiente: — [-(=2) - (-2)* 1/2” 


Todos tienen la misma base > aplicamos propiedades 
Valor: ESE 27 1 22 Ree 


Signos [pe e E > Resultado: + 2”? 
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Lo mismo para  -(-10) - [(-10Y 1/10? 

Valor  - (-10) - [10 P/10? = 10**>-"” = 10” 

Signo "(Y + [- T/+o o = oo-/+. =+*:-/+ =- Resultado: -10” 
Y ahora uno más amplio: 


7? = (Aplicando las propiedades a bases iguales) = 239.398. BUD 27.38.50 


pp 


mues 12 aa. O. 


- - a 917 2 218 
98.367.374 (32*.(22.3) 7.37 3/6, 9714, 3714, 974 372.9714 


Bases diferentes que pueden factorizarse => 
Se descompone en factores primos y se aplican propiedades 


Y ya que estamos con potencias ¿cómo multiplicarías (3-10%)-(5-10?)? Recuerda que puedes 
multiplicar en el orden más conveniente. Lo más sencillo mentalmente sería multiplicar los “nú- 
meros” con los "números" y las "potencias" con las “potencias” de la misma base. 


Si recuerdas lo que era notación científica, 
el resultado no está escrito en esta notación, 
ya que debe tener una sola cifra en la parte 
entera y tenemos dos (15). Más adelante, 
veremos como se transforma. 


(3:10*)(5:107) = (3-5) (10* - 10?) = 15-10? => 


Ejercicio. Calcula en forma de potencia y simplifica, si se puede, con el signo correspondiente 


las siguientes expresiones: 


(2 La: a (Y: ELOY En 2: 212? 2/27 5/25; 8/4? ; 


7 A VEZ DN 2-10%-5-10* 
y esta caiga * gasta? * =9:10*(=9):107 * 
ya 3.403.392 
AY 09-310; 7:10*-(-6:10%): (2.10%) —; HL 
o E —9-(-20) -3 


Como habrás observado, aparecen exponentes cero y negativos, tanto en el enunciado como 
en el resultado de las operaciones. ¿Qué significa este exponente cero y negativo? 


Exponente O 
Xx" =1, Así, por ejemplo, 2 = 1. >="222:2:%=27*= ¿2221 


Por otro lado, estamos de acuerdo en que 0% = 0-0 = O ¿Cuánto sería 0” = ¿O, 1, otro número? 
Si estudiamos este caso, observamos que 0% = 0'"* = 0%7%= pm 
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Por ejemplo, 0? =0%"* = 0/0? = 0/0 Esto es lo que llamamos una indeterminación (más ade- 
lante hablaremos de ellas). ¿Por qué es una indeterminación? 


Si pensamos un poco, 0/0 podría ser igual a 1, ya que un número dividido por si mismo, es 1. O 
también podría ser igual a O, ya que O entre cualquier número es O. O incluso, si 0/0 fuera 


A 1] 


igual a un número "p” distinto de O y 1, entonces O = p:0. Pero todo número multiplicado por O 


es O. Por tanto, "p" podría ser cualquier número. Así que, para no complicarnos, diremos que 0/0 
es indeterminado, y más adelante trataremos esto con más rigor. 


Exponente negativo. 
Ya sabemos que, por ejemplo, 2? = 2*7*= 2%7%= 27". Por ejemplo, 2% = 2%7*= 2%/2%= 2*.2** 
les 292 <= 2*81/2* 
Es decir, la potencia de exponente negativo de un número es igual a la potencia de exponen - 


te positivo del inverso de dicho número ( a? = 1/a*). O dicho de otro modo, la potencia de un nú- 
mero es igual a la de su inverso cambiado de signo su exponente. 


521/58 y 5%=1/5? 


Vamos a ver algunos ejemplos. 


2 
3 


CUIDADO: el que cambia el signo es el exponente, no la base. La base conserva el 
mismo signo que tenía, que estará afectado por el exponente par o impar. 


Ejercicio. Pon las potencias de los resultados del ejercicio anterior con los exponentes positi- 
vOS. 


23. Función x? 


Ya has representado una antes. Recuerda el problema |.* 
donde representaste la función altura con respecto al | 
tiempo de una piedra al caer, e(t) = vot + 1/2:a:t*, Nuestro | 
tiempo está al cuadrado. 

Sea, por tanto, la función f(x) = x?, con x € R. Es una | 


función polinómica y, por ello, de dominio cualquier número F? 
real R. Domf = R ó (-oo, oo) 


Vamos a representar la función f(x) = x?. Si realizamos | | . 


una tabla de valores y representamos, obtenemos 


Observa la función. Es una función conocida, estudiada el curso pasado. Es una función que 
tiene un punto llamado VÉRTICE (0,0). Si trazas una recta vertical por este punto (x = 0), esta 
divide a la parábola en dos mitades simétricas. Es decir, la recta vertical que pasa por el vérti- 
ce es un Eje de Simetría. 


En nuestro ejemplo, el vértice es un mínimo. Si recorremos la gráfica de izquierda a derecha, 
pasa de ir hacia abajo -decrecimiento- a ir hacia arriba -crecimiento- en el punto (0,0). El caso 
contrario, sería un máximo. 


Ejercicio. Representa la función f(x) = -x*. ¿El vértice es un máximo o un mínimo? ¿Donde cre- 
ce y donde decrece?. ¿Qué conclusiones sacas? 


23.1.Traslaciones. ¿Recuerdas lo que vimos del desplazamiento vertical en la recta? Pues 
aquí es lo mismo. 


nx .Q. T T T T T 


Si mi función es f(x) = x? + 1, nuestras coordenadas "y" sel” * Y E | 
desplazaran hacia arriba una unidad y, por tanto, la gráfica | HN] | 
se desplazará hacia arriba dicha unidad. Observa su repre-.. ' +-—, . 
sentación gráfica. | 

| 

Al igual que en la recta, los puntos de corte con los ejes| Vl ] *] 
se hallan de la misma forma. NA 

El punto de corte con el eje OY se determina haciendo en. , CAeorooearl > 


la expresión algebraica x = O. 
y=0%+1 > y=1 => (0,1) 


Fíjate como en las funciones, el punto de corte con el eje OY nos lo da "el término indepen - 
diente”. El punto de corte con el eje OX se hallará resolviendo la ecuación y = O 


En nuestro caso y=x"+1=0=> x?=-1 

¿Qué número o números al cuadrado es -12=> x= +/-1 

Como puedes observar, no hay ningún número "real" que elevado al cuadrado resulte -1. Ya 
has visto que todo número al cuadrado es positivo. Por tanto, y como puedes observar en la grá- 


fica de arriba, no corta al eje OX. 


Si la función hubiera sido y = x? - 1, (representada en la derecha), 
se hubiera desplazado una unidad hacia abajo respecto a de la y = x?. 


En este caso, sí cortaría al eje OX 


O=x*-1> x=1>x= +/1=+1 .Por tanto los puntos 
de corte serían el (1,0) y el (-1,0) 


Ejercicio. A partir de la función y = x? e y = - x”, representa las siguientes parábolas: 
y=xXó+1o 0; y=x-2 05 y=-xó +2, 

Halla, también, los puntos de corte con los ejes. ¿Cuál es el vértice? Estudia el crecimiento y 
el decrecimiento. 


Nota: Una función se dice Convexa en un intervalo si la recta tangente en cualquier punto del 
intervalo queda por debajo de la función. Se dice Cóncava, cuando las tangentes quedan por 
arriba. Fíjate en la gráfica de la parábola y = x? e y = -x? y observa su curvatura. 


y=x 


ya 


Convexa o cóncava hacia arriba Cóncava o cóncava hacia abajo 


En el ejercicio anterior, debes haber obtenido la siguiente conclusión: la función y = x? (con- 
vexa) tiene un mínimo en (0,0). Por tanto, decrece desde -co hasta x = O y crece desde x = O 
hasta eo. Al contrario, la función y = - x? (cóncava) tiene un máximo en (0,0). Por tanto, crece 
desde -co hasta x = O, y decrece desde x = O hasta «o, Estas se diferencian en el signo menos. 


Por tanto, generalizando a una función y = a:x?, si a > O, la parábola será convexa y tendrá un 
mínimo, mientras que si a < O, será cóncava y tendrá un máximo. Este resultado se puede gene - 
ralizar a una función de segundo grado completa y = ax? + bx + c, como veremos más adelante. 
Al igual que en la recta, la parábola es una función polinómica. Por tanto, su dominio sería IR => 
Domf= IR 


Ejercicio. Dadas las siguientes funciones, halla 
su expresión algebraica. 


Expresa el crecimiento y el decrecimiento de 
las funciones. 


Expresa también la curvatura y el vértice de 


las parábolas. 


Si la pendiente de la recta aumentara un 20%, 
¿cuál sería el valor de la nueva pendiente? ¿dón- 


de cortaría al eje OX? 


Ejercicio. Se deja caer una pelota de tenis desde el balcón de un edificio que está a 10 m de 
altura, y resulta que en cada instante la altura al suelo de la pelota responde a la función: 
h(t) = 10 - 5-1? 
¿Qué tipo de función es? Halla los puntos de corte con los ejes y expresa lo que significa en 
este ejercicio. Describe lo que le ocurre a la pelota desde que se deja caer (t = 0) hasta que 
toca el suelo (t = ?). 


Aplicación. Consideremos el problema anterior. Llamamos velocidad media entre dos tiempos t; 


h,—h, 
y tz al cociente 


, donde ha, y h: son las alturas de la pelota en los tiempos t, y t,, res- 


2 1 
pectivamente. ¿Cuál sería la velocidad media entre el t, = 0,2 s y t, = 0,4 s? Vamos más allá y 
piensa cómo podrías resolver la siguiente pregunta ¿Cómo haríamos para hallar la velocidad a 
los 0,2 segundos con suficiente exactitud? ¿Y para hallar la velocidad con la que llega al suelo 
con una exactitud suficiente? Vamos a intentar pensar y resolverlo. 


h,—h 
Como ya sabemos, v, == " 3 h,-h,=v,(t,-t,) > Sia h2- hi lo llamamos Ah y a to - t, 
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lo llamamos At, entonces Ah = v. At (y = Vx), que es la ecuación de una recta entre los tiem- 
pos t> y t, 


La función que nos da la atura para un determinado tiempo es h(t) = 10 - 5:+*. Si la represen- 
tamos para tiempos t positivos, es decir, desde O a o, obtenemos la parte decreciente de una 
parábola cóncava de vértice (0,10). 


Es decir, dejamos caer la pelota desde los h = 10 me- 


tros, a los O segundos, y llega al suelo (h = O metros) a los 
1,41 segundos. (Se resolvería, como ya sabemos, la ecua- 
ción O = 10 - 5-+*, cuyas soluciones son t = O sg y t = 1.41- 
sg) | 

En nuestro caso, para hallar la velocidad media entre 
los 0.2 y 0.4 s, nos fijamos en las coordenadas de los pun- 


-9,2-9.8_ 
tos A y B. Entonces, o a=0o” | 


(el signo menos nos indica que va hacia abajo, en sentido 


—3m!/s 


contrario del sentido positivo del eje OY) 
Si dejamos pasar el tiempo, y nos vamos a los puntos C. 
y D, vemos que el tiempo que ha transcurrido es el mismo 


que antes 0.2 s (1.2 - 1). Si hallamos la velocidad media, 


2,8-5 
=22=-11 
1271 m/s 


sería v 


Es decir, la velocidad va aumentando (en valor absoluto) conforme va pasando el tiempo 
(lo que suele ocurrir cuando cae un objeto). 


Hagamos, también, un zoom y representemos el trozo de parábola y la recta secante entre 
los puntos A y B, (que viene dada por la ecuación Ah = vw At=> Ah=-3:At (y = -3:x, con x= +t 
que solo puede tomar valores entre 0.2 y 0.4 segundos) y entre los puntos C y D, que viene 
dada por la recta Ah = -11:At (y = -11:x, donde x = t sólo puede tomar valores entre los 1 y 1.2 
segundos) 


Si observamos las gráficas, a mayor velocidad, ma- 
yor pendiente de las rectas, lo que ya aparece en las 
ecuaciones de dichas rectas, y = -3x (recta roja) e 


y =-11x (recta verde) 


Velocidad a los 0.2 segundos 
Si quisiéramos saber la velocidad a los 0.2 segundos, se podría hallar reduciendo el intervalo 


de tiempo. Por ejemplo, si hallara la velocidad media entre los 0,2 y los 0,3 segundos, sería más 
aproximada que la anterior, pero no lo suficiente. Pero si hallara la velocidad entre los 0,2 y los 
0,25 segundos estaría más cerca. Y si la hallara entre los 0,2 y los 0,21 segundos, mejor. Y si ya 
es entre los 0,2 y los 0,2001 segundos, pues podemos decir que la tenemos con suficiente exac- 
titud. Vamos a hacer un zoom y ver lo que se va obteniendo: 


Nos hemos ido acercando a t = 0,2sg, reduciendo el intervalo con distintos valores de t» 
(0.3; 0.25; 0.21). La recta que pasa por los puntos correspondientes (uno de ellos siempre es el 
A, ya que queremos saber la velocidad en A), tiene por pendiente v,,, cada vez más cerca de la 
velocidad a los 0.2 sg. 


¿Qué pasaría cuando el tiempo está tan cerca de 0,2 sg como puede ser el 0,2000......OO1 sg? 
Está tan cerca de 0.2, que la recta secante se convertiría en tangente en el punto A. La veloci- 
dad en este último intervalo, sería v, = 2 m/sg , que sería prácticamente la velocidad a los 0.2 
sg. Ya en el intervalo [0,2; 0,21] sg aparece, prácticamente, esta velocidad). 


En resumen, lo que vamos haciendo es, cada vez, acercar el tiempo t> a t,. Esto quiere decir 
que t, - t, = Át se acerca cada vez más a O (0.2000000001 - 0.2 = 0.0000000001). Es decir, 
que At => 0. Si hacemos el cociente de Ah/At cuando At = O, entonces estamos hallando la ve- 
locidad, podemos decir, "instantánea" en el tiempo t.. 


a Ah . 
Esto se escribe como lim ae que ya lo veremos más adelante. Pero, ya seguro que vas 
At>0 


entendiendo el significado de lo que es un límite. 


Ejercicio. Con ayuda de la gráfica del apartado de aplicación anterior, calcula la velocidad de 
impacto de la pelota contra el suelo. 


Ejercicio. Un automóvil, que parte del reposo, acelera de forma constante. Si se toman los va- 
lores del espacio recorrido a lo largo del tiempo, se obtiene la siguiente tabla. 


t(sg) | 0 10 20 30 40 50 100 
e (m) 0 496 201 4491 7788 | 11261 | 49988 


- Representa la nube de puntos y observa a que función se "asemeja". 
- Calcula, con ayuda de calc, la función a la que más se ajusta 
- Sabiendo que el espacio recorrido por un objeto que acelera de forma constante es 


1 . 4 . 
e= até donde a es la aceleración, calcula dicho valor a. 


24. Volvamos a las potencias. 


¿Cuánto sería (2 + 3)? Fácil. 5*= 25. Pero y si nos encontramos con [3++/2)2 Ya un poco 
más complicado. Vamos a recordar y resolver esta situación de forma sencilla. 


(3 + 2) = (3+2):(3+2). Aplicando la propiedad distributiva, 3-(3+2) + 2:(3+2). Aplicando de 
nuevo la propiedad distributiva: 
3:-343:-2 + 2:3+2:2 = 3% 3:2 + 3:2+2= 3% + 2-(3:2) + 2% =9+12+4=25 


¿Te suena lo que está en negrita? Son las identidades notables. (a+b) = a?+2-a- b + b* 


Evidentemente, para calcular (3+2)? no merece la pena, pero [3+12)"= 3"+2-(3-/2)+[4 2) 


Más adelante nos adentraremos en los radicales y en los polinomios pero, ¿Cuánto es la (421? 


12=x3>2=x" => 2] =3é=0 e (12 =2=/4=/2 


Ejercicio. Comprueba, elevando al cuadrado, las otras dos identidades notables que nos faltan: 
(a-bY=a-2ab+b? y  (a+b)(a-b)=aí!-b* 


Ejercicio. Calcula de la forma anterior y expresa la identidad notable correspondiente, y cuida- 
do con los signos negativos (aunque todavía no sepas o no recuerdes que son o que resultado tie- 
nen algunas expresiones, si puedes realizarlas). 


(2+ 0% (6-3 : (112-Y : (Qx+5Y : (x-2)(x+ 2): (x-y Y: (3x - 2)(3x? + 
D: E2+ 0; (5-1) (1e 5): (xD: [Hx- DY: (2 -/2Y : (2:10? - 1)(1 + 2:107) 


Aprende bien las identidades notables, ya que las vamos a utilizar más adelante. El ejercicio 
al revés, ya lo haremos más adelante. 


(a + bY = a? + 2-a:b + b* (a-bY= a-2:ab+b? (a+ b)-(a - b)= a? - b? 


Y ya que hemos visto las potencias y el teorema de Pitágoras, veámos una consecuencia de di - 
cho teorema a la trigonometría. 


25. Ecuación fundamental de la trigonometría 

Si recuerdas lo que viste hace unos páginas atrás, definimos las ra- 
zones trigonométricas de uno de los ángulos agudos de un triángulo rec- 
tángulo como: 


4 cm 


cateto opuesto _ 3 cateto contigúo _ 4 
tad cos a = gro - 


en a = 
od hipotenusa 5 hipotenusa 5 


qa cateto contigúo 4 _ Y 
5 


3 
cateto opuesto _ 3 / _ sena 
COS (£ 


Si aplicamos el teorema de Pitágoras a dicho triángulo > 5% =4%+ 3* 


Si ahora dividimos todo por 5%, la igualdad que obtenemos es equivalente a la anterior 


554,3 de tj (2 A 3) Ahora relacionamos cada una de las fracciones 
5 5 con la correspondiente razón trigonométrica 


1 = (cos a)? + (sen a.) 


Se suele escribir como cos” a + senó a = 1. Una aplicación de esta expresión es la si- 
guiente: 
Aplicación. Si el sen a. = 0,5, siendo a. un ángulo agudo (por ahora), calcula el coseno y la tan- 
gente. 


cos a +senta=1> cos a+ (05) =1 =>co*a=1-025=075 => cos az 410,75 


_ sena 2 0,5 a 
tan a. = a - a - 0,577 


Ejercicio. Calcula las razones trigonométricas de un ángulo agudo del cual se sabe que su coseno 
es igual 0,4. 


Ejercicio. ¿Sabrías calcular las razones trigonométricas de un ángulo agudo en el que la tangen- 
te es igual a 1?. Inténtalo y si no lo ves, pregunta a tu profesor. 


Ejercicio. Si has podido hacer el ejercicio anterior, serás capaz de hallar las razones trigono- 
métricas de un ángulo agudo cuya tangente es 4/3. 


Problema. Un problema típico. Sabemos que una cometa está en el aire volando con una longitud 
de cuerda de 6 m. Un amigo suyo mide al ángulo que forma la cuerda con la horizontal, siendo 
éste de 60%. Calcula la altura al suelo de la cometa. 


Y ya que estamos, vamos a aprender a calcular el ángulo que corresponde a una determina- 
da razón trigonométrica con la calculadora. Es muy fácil. 


Supongamos que tenemos el triángulo rectángulo anterior y nos piden calcular el valor de 
cada uno de los ángulos en grados sexagesimales y en radianes con la calculadora. 
Como tenemos todos los lados del triángulo, podemos hallar cualquier razón trigonométrica. 


Por ejemplo: sen a = 3/5 > a=sen” (3/5) donde sen” es la fun- 
ción inversa del seno (ahora lo explicamos) 


Primero hay que comprobar el MODO en el que está la calculadora *“m 
para la unidad de entrada/salida angular. Según el modelo, se hará de 
una forma u otra. Comprueba el manual o pregunta a tu profesor/a, que 
seguro que lo sabe. 


3 cm 


Con la calculadora en MODO DEG a = sen” (3/5) > [shift sen (3/5)] = 36,9% = 37? (grados 
sexagesimales). 


Con la calculadora en MODO RAD a = sen” (3/5) > [shift sen (3/5)] = 0,2051 rad (radia- 
nes) 


Y ya que ha aparecido la función inversa... 


26. Función Inversa. 


A groso modo, podemos decir que una función es inversa de otra (f”* inversa de f) cuando si, 
para un valor “x" hallamos, por ejemplo, primero f(x) y a este resultado le aplicamos la f”, la 
función inversa de f, [f*(F(x)], obtenemos otra vez el valor inicial “x". Es decir, si f es la fun- 
ción y f” es su inversa, entonces si: 


f(00) = y, entonces f(y)=x 


Se expresa de la siguiente forma 


FEO) = x ó FO) =x 
Para el caso anterior del seno, tendríamos que sen”(sen a.) = a. donde sen a = 3/5 


Vamos a verlo con unos ejemplos más sencillos y fáciles de entender. 


Supongamos que tenemos las funciones f(x) = x? y g(x)= v/x conx 2 O ¿Serón inver- 
e 


ano 
sas? 7 a 


F(900)= FU ix) = (ix zx 6 90D) AX) = 1 =x 


El garabato y/ Xx hace las veces de "x" El garabato x* hace las veces de "x" 


Si x > O (condición para que se pueda hacer la raíz cuadrada), estas dos funciones son inver - 
sas. 


Vamos a representarlas para x > O 
(f en rojo y g en azul) 


Estas funciones, f y g, una inver- 
sa de la otra, son simétricas res- 
pecto a la recta y = x (bisectriz del 
primer cuadrante). Si doblásemos 
por esta recta, ambas curvas coin- 
ciden. 


Fíjate en las gráficas y, por ejem- 
plo, F(2) = 2? =4=>g(4)= v4 =2 
(g(f(2)) = g(4) = 2) 

Las imágenes de cada función se 
unen entre sí mediante una recta 


4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 perpendicular a y = Xx 
Un ejemplo muy interesante: f(x) = 1/x y g(x) = 1/x son inversas. Es decir, la inversa de 


la función 1/x es la propia función 1/x. 


Por tanto, f(x)=1/x y f“(x)=1/x. Vamos a comprobarlo 
nata y PY) Lx 
A Y, 


Vamos a representarlas con geogebra. En realidad, vamos a representar la función 1/x (que 
ya la estudiaremos más adelante) 


Volvemos a lo mismo. Son simétri- 


cas respecto a la recta y = x. Las imá- 


» genes se unen mediante una recta 
perpendicular a y=xX 


Otro ejemplo. Vamos a complicarlo un poquito (no mucho más) 


1! 


¿Son inversas las funciones  f(x)= Y gl) == ? Vamos a comprobarlo 
_ x+1 _ 1 _ 1 e 
Fla) = Fl Xx Je x+1_y _ x+lex 10 
XxX XxX XxX 
x+1 : x+1 
(El garabato a hace las veces de "x", Es decir, donde aparece *x", ahora ponemos e 
1 Z e Ji 1 
A x— 
x)) = = = =1+x-1=x 
9 (400)=90 EG) 7 7 
x—1 x—1 
1 
(El garabato Sl hace las veces de "x") 


Por tanto, estas dos funciones son inversas. Vamos a representarlas 


Volvemos a observar lo 
mismo que antes. 


Ejercicios. Halla la función inversa de las siguientes funciones y, después, comprueba con Calc. 


a. f(Q=x+1  b. f(x)= vx-1 conx21 c. f(x) = = 


27. Factor común 


Ya que, anteriormente, nos ha aparecido la propiedad distributiva (que aparece más de lo que 
creemos) vamos a aplicarla en el sentido contrario. 


Es decir, cuando tenemos una expresión en la que 
Propiedad distributiva 3:(2+5)=3:2+3:'5 tenemos distintos sumandos formados por productos 
(3-2) y (35) en los que hay repetido algún factor (que 
A puede estar a la vista o no), basta coger dicho factor y 
Sacar factor común 3:2+3:5=3:(2+5)  extraerlo fuera del paréntesis. Dentro del paréntesis 
quedarán los sumandos divididos por dicho factor. 
Observa el ejemplo de la izquierda. Como ves, es la 
propiedad distributiva, al revés. > 3:2 + 3:5 = 3:(2+5) 


Veamos algunos ejemplos. 
3(x-2):23x-32 => 3x-32 = 3:(x- 2) 
2(x+1)=2x+21 > 2x+2 entonces 


2:x+2 =2:(x+1) 


3:(2x+3) = 6x + 9 


Cuidado. Se suele cometer el error de poner: 
2:x + 2 = 2:(x) y dejarnos el 1. Si lo miras al revés, al 
multiplicar 2 por el paréntesis, obtenemos 2x y nos 
falta el 2. 


En este caso, parece que no hay repetido en ningún 


sumando ningún factor. Pero si descomponemos el 6 = 


6x+9= 328x433 = 31(2x + 3) 3-2 y 9 = 3-3. Ahora, si está repetido el 3 


En este caso, aparte de tener repetido el factor 5 

2/10 22 - a 4 : 

5x “(2 - 3x") = 10x 15x (no a la vista), el factor x está repetido varias veces. 

10x? - 15x* = 5-(2:-x3) - 5:(3-x9-x9) = 5x*(2 - 3x%) En nuestro caso, dos > x?. La potencia de x que se 
extrae, lógicamente, es la más pequeña 


¿Y si le ponemos números "complicados" a las “x", que incluso todavía no hemos definido? 


Ejemplo. 10* - 15:10* ¿Qué resultado es? 
Vemos la operación (y parece complicada). Sacamos factor común => 


10* - 15-10* = 10*-(1 - 15:10) = 10*-(1 - 150) = -149-10* = -149:1000 = -149000 


"casi" notación científica 


Pues no era tan 
difícil 


Ejemplo. (5-2(/5)=/5-(1-245) 
Ejercicio. Saca factor común (en algunos casos habrá que descomponer en factores los "núme- 


ros” para ver el o los comunes) en las siguientes expresiones y calcula, en caso de que sea posi - 
ble: 


9x7 - 3x* +18x; 4x y + 16xy + 8x y" ; 4yt? - 8y ++ 2yt:; 18x%z? - 12x7z + 24xz% ; 25xy + 5x"y - 4z 


16 - 48-33: 2%-328 : 53%+253%-3% ; 2:10%+5:10-10%; 2/3-4/3+2(13) 
Vamos a simplificar utilizando la propiedad “sacar factor común” y ver algunos ejemplos 


y errores que se suelen cometer. 
Ejemplos. Simplifica las siguientes expresiones: 


3:2+4:3 
3 


12 ¿Qué se suele hacer? Se suelen tachar todos los 3. 202443 = 2+4=6. 


En este caso, es correcto, pero fíjate por qué 
3:2+4:-3 _ 3:(2+4)_3 19, 4)=1:2+4)=6 ¿6 22443 


= = 1:24+4:1 =2+4=6 
3 3 3 > 


3:2+4 
3 


22 ¿Y ? ¿Qué solemos hacer? Pues igual, solemos tachar todos los 3. 


No se puede tachar el 3. "No podemos sacar factor común el 3 en el numerador” 


3-2+4 _6+4_10, 
o 33 


6 


2 E 
3 


32 ¿y ? Seguimos haciendo lo mismo, tachar todos los 3 y escribir lo siguiente 


= == ii CUIDADO OTRA VEZ. MAL |! 


Vamos a sacar factor común, que ya sabes que aparece el 1. 


3:243_3-(2+1)_3 
3 E 


(2+1)=2+1=3 


Ejercicio. Saca factor común y simplifica, si es posible, las siguientes expresiones y, en el caso 
que sea posible, halla el resultado. 


3:243:3 . 2:945:3 5:4-25:245:2  125:x45-x . Xy Ax y, Bix y+bxy . 8:3-4:9. 


3 ” 3 ” 20 e 10 e Xy +x": y Y 125 x a 2:-3-4-9 t 
2-42. 16-10-8-10” . 4-107-8-10* aaa 3, 27-10*=10* 
xo 22 x -8-10* 8-10 %+(-2)-107 * -8:3+2:43  —9-10%+3-107 


28. Calculo mental. Multiplicación. 


Empecemos multiplicando números de dos cifras por otro de una cifra. Lo más sencillo, aplicar 
la ya conocida propiedad distributiva. 


Por ejemplo, 76 - 8 = (70 + 6):'8 = 70:8 + 6:8 = 560 + 48 = 560 + 40 + 8 = 608 


Ejercicio. Calcula mentalmente las siguientes multiplicaciones. 
45:5; 78:7; 39:9; 67:4; 98:6;: 85:8 


29. Radicales 


Vamos a recordar. La raíz enésima de x se escribe Vx , donde a “n" se llama índice de la 


A] 


raíz y a*x" radicando. Vamos a trabajar con algunos ejemplos. 


¿Cuál es el valor de la y 42 Nuestra respuesta será 2, ya que 2* = 4. Aunque si pensamos un 
poco, podríamos haber dicho -2, porque (-2)* también es igual a 4, ¿verdad? 


Fíjate, en el valor del exponente del radicando 2 y en el índice de la raíz, que 
son iguales. Y como resultado de la raíz, el radicando. 


¿Cuál es 8? En este caso diríamos también 2, porque 2* = 8. Y no podríamos decir -2, ya que 
(-2) = -8. Esto último quiere decir que ?-8= -2 


q Fíjate, de nuevo, en el valor del exponente del radicando 2 y en el índice de 
v8=42=2 la raíz, que son iguales. Y como resultado de la raíz, el radicando. 


Fíjate, otra vez, en el valor del exponente del radicando 2 y en el índice de 


:CUá +16? I16=12*= ; E , : 
¿Cuál es la 162 116=42"=2 la raíz, que son iguales. Y como resultado de la raíz, de nuevo, el radicando. 


Observando lo anterior, si podemos descomponer el radicando como una potencia de exponen - 
te igual al índice de la raíz, el resultado es el mismo radicando. Es decir, 


da"=n 


¿Y la $16? Si hacemos cuentas mentalmente, igual que arriba, sabemos 4* = 2* = 16. Pero, 
sin embargo, ni 2* es igual a -16, ni (-2)* es igual a -16. Quiere decir, que no podemos obtener el 
húmero -16 mediante la potencia de otro número. Luego, no existiría ningún valor (en los núme- 
ros Reales, aunque sí existen otros números, llamados Complejos, en los cuales sí obtendríamos 
un resultado -raro- de dicha raíz y que definiremos al final del libro) 


Ejercicio: Calcula las raíces, si existen, de los siguientes: 

E <= 
Xx 
E 


y aa rs a | | | 125.4 
CHACRA E IS 


Vamos a comprobar que los radicales son potencias y, por tanto, les podremos aplicar todas 
las propiedades que hemos visto de ellas. Pero antes de comenzar, no nos podemos olvidar de lo 
anterior. 


Ejercicio. Calcula el valor de las siguientes operaciones 


Ejercicio. Sigamos con nuestro tonel. En este momento está lleno hasta los 2/3 de agua. Resul - 
ta se produce una rotura y se pierde el 75% del agua. Una vez arreglado, en el tonel han queda - 
do 50 litros. ¿Qué capacidad tenía el tonel? ¿Cuántos litros de agua había en el tonel al comien- 
zo? 


Ejercicio. Estas expresiones que vienen a continuación son el resultado de identidades nota- 
bles. ¿Sabrías cuáles son? 4x*-9; x*-1; 4x*-4x%+1:; x"+8x+16 ; x*-1 


Ejercicio. Halla la expresión algebraica de las si- |-=* 
guientes funciones, una de proporcionalidad direc- 
ta y la otra una función cuadrática. o 


Halla también la expresión algebraica de, una 


recta paralela a la representada que pase por el 
punto (2,0), y otra de la parábola desplazada 3 
unidades hacia abajo. 


2 
Ejercicio. Simplifica la siguiente expresión: Y 
Ejercicio. Para poder conocer la distancia a un barco y poder hundirlo mediante el lanzamiento 
con catapulta, Thales ideo lo siguiente: 


Subiendo a un acantilado de altura conocida h, y cogiendo un palo o vara recto de longitud co- 
nocida "L”, apuntó al barco moviendo la vara hasta tener el barco en línea con sus ojos. De esta 
manera conoció la distancia al barco. 


Suponiendo que la altura del acantilado es de 50m, la vara mide 2 m desde él hasta la línea 
imaginaria con sus ojos, y Thales mide 170 cm, calcula la distancia al barco. 


Aplicación. ¿Te acuerdas de trigonometria? ¿Te acuerdas del cálculo del área de un triángulo 

conociendo uno o varios ángulos y/o lados? ¿Recuerdas este problema que hiciste? 

n-lado «apotema 
2 

que se forma a partir del lado y centro del polígono multiplicado por el número de lados. Vamos 


El área de un polígono regular es Área = . Es decir, es el área del triángulo 


a avanzar un poco más. 


Fíjate en el pentágono regular de la figura. Si la circunferencia 
tiene 360% y el polígono "n" lados (5 en este caso), el ángulo inte- 
rior del triángulo es  P= 360%/n (360/5), como ya sabemos. 


Esto es así, porque un polígono regular se puede inscribir dentro 
de una circunferencia de radio R. 


Hagamos la siguiente reflexión. 


El lado L es una cuerda de la circunferencia. La apotema es una recta perpendicular a la 


cuerda que basa por el centro de la circunferencia circunscrita, Quiere decir que corta a la 


cuerda (lado) en dos partes iguales, con un recto de 90% (fíjate en el dibujo y verás que la 


apotema es la "altura" del triángulo interior al polígono que se ha formado). 


¡4 


Por otro lado, el radio R es la hibotenusa del triángulo rectánqulo que se forma, si cogemos la 


mitad del triánqulo inicial Ese triánqulo inicial tiene dos lados iguales, es isósceles. Por tanto 


“Y 


sus ángulos opuestos "a” son iguales. 


Ejemplo. Calcula el área de un pentágono regular de lado 6 cm. 
360% :5=72% y lado 6 cm. 


Ñ El triángulo rectángulo sería el de la fi- 
Pm” gura amarilla > 72%/2 = 36? 
. Y” 3om tan 36 = 3/apotema —> apotema = 3/tan 
0 6 cm 36 = 4,13 cm 


El área del polígono es el área del triángulo multiplicado por el número de lados 


perímetro:apotema _ n” lados: Lap _ 5:6-4,13 


5 a E =61,95 cm*=62cm" 


Area = 
Ejercicio. Calcula el área de un hexágono regular de lado 4 cm. (Utiliza la calculadora para cal - 
cular las razones trigonométricas del ángulo). 
Nota al ejercicio: Si un triángulo tiene sus tres ángulos iguales, entonces tiene sus tres lados 
iguales, y viceversa. Es equilátero. 


Ejercicio. Calcula el área de un pentágono regular de apotema 6 cm 


30. Radicales y potencias 


Volvamos al principio. ¿Cuál es el valor de la y 4? Como hemos dicho antes puede ser 2 y -2. 
Tomemos el valor de 2 > 14=2 


Si recordamos a Euler, sabemos que si en una igualdad sumamos, restamos, multiplicamos, di- 
vidimos, elevamos, ... a un mismo valor, la igualdad resultante es equivalente a la primera. 


Sila /4= 2, significa que (14)=2 > 4=2%? 6 2%=4 


Nile 
Eh 
N 


Elevemos a exponente + esta última expresión = [2)'= 
Aplicando la propiedad de potencia de una potencia 2% = 4 


5 1 o 1 o 1 
Por tanto, si 14=2 y 4?%=2 entonces 14=4?.Es decir (x= x"”. 


(Recuerda que, en una raíz cuadrada, no aparece ningún número en el índice de la raíz, pero hay un 2 y x=8x ) 


1 == 
Ejercicio. Demuestra que 33-83 ¡8í=8 


== m s y . . 
Por tanto, como y ,”=," entonces, los radicales son potencias de exponente fraccionario y 
les podremos aplicar las propiedades de potencias. Pues, hallemos raíces teniendo en cuenta 
que: 


== m la 
xr y iad=n 


=== EN 3 á 
127 =3=3*=31=3 (ya la habíamos hallado antes) 


4 3,1 1 


/ + ' 1 E 4 4 
A A El ó ¿8l=13*> Como le 


pa 


31 43=343 


El cociente y el resto son los exponentes de los factores que quedan fuera y dentro del ra- 
dical, respectivamente. 


6 4.2 2 


A 1 
E E E ya que 2/4 = 5 


6 3. o 
> a] 2%=2*=2?=y *=2 4/2 
O directamente 1242-42 =2-/2 


6/14 


Ya hemos aprendido a calcular raíces y extraer factores fuera del radical de forma natural. 


Ejercicio. Calcula y/o extrae factores pasando a potencias y de forma directa, las raíces de 
los siguientes radicales: 


/ 
4 


16:12 105 15. 30.0. 


[75 
V 100 


Ejercicio. Si cos 30 = 0,866 = 10,75 = ¿extrae los factores que puedas. 
Ejercicio. En la figura de la derecha aparece un triángulo isósceles rec- 

tángulo. ¿Cuánto valen sus ángulos? Aplica el teorema de Pitágoras y calcu- ; 

la las razones trigonométricas de dicho ángulo en forma radical. 


Problema. En la señal de tráfico que tienes a la derecha, indica que hay una 
fuerte pendiente, del orden del 10%. ¿Qué significa? ¿Qué ángulo de incli- 
nación forma la carretera con la horizontal? Si ha recorrido 5 km, ¿cuánto 
ha descendido? 


Problema. Una forma sencilla de conocer, aproximadamente, la distancia entre la Tierra y la 
Luna es sabiendo que, cuando comienza a salir por el horizonte, se forma el siguiente triángulo 
rectángulo 

Ox +> 


Luna 


dT-L 
£_) 


Tierra 


Si medimos el ángulo a, obtenemos un valor aproximado de 89,05*. En un problema anterior, 
investigaste sobre cómo Eratóstenes calculó el radio de la Tierra. Con este dato, calcula la dis- 
tancia entre la Tierra y la Luna. 


. . e £ . Y a 
Y volviendo a los radicales, vamos un poco más allá. ¿Sabrías calcular 11128 ? 


Observamos una raíz afectada por otra. Si los radicales son potencias, tenemos una potencia 
afectada por otra. Luego lo que tenemos es la potencia de una potencia. 


Al final, es una raíz cuyo índice 


A E o y 
=(128%% = 128%=1 128 = 1128=42=2:42 es el producto de los índices. 


a | 
Tis = 1128 


Ejercicio. ¿Sabrías hallar las siguientes raíces? Inténtalo y experimenta, siempre utilizando lo 
que ya conoces, sin inventar nada. Extrae, también, los factores que puedas. 


q 1537 510 ab a? == AÑ 2933, 43.915 
15 A E EN ¡5 , a Sn Ez l (77.48.35 E 4-3 
5 Ms d435.4.g e 


30.1 Multiplicación y división de radicales 


Fijate bien en los distintos ejemplos. En ellos vamos a aplicar lo que conocemos hasta ahora: 
lo visto arriba, pasar radicales a potencias y aplicar las propiedades de potencias. 


Ejemplo. El producto o cociente de radicales del mismo índice 
1 ! ] ES . 
3 37 3= es un radical de dicho indice y como radicando el 
12-13= 2. 3*= (2-3)=42-3=6 
producto o cociente de los radicandos 
Aplicamos la propiedad 
de potencia (a:b)" = a"-b" MS AÑ A Wx — "lx 
Pp (ab) Vx Jy = yx-y 6 ny y 


1 
372./3=23.32 A simple vista no podemos hacer nada. Pero si te fijas, los exponentes son frac- 


ciones y eso nos permite poner fracciones equivalentes en los exponentes con el mismo denomi - 
nador en ambos. ¿Qué denominador voy a utilizar? El M.C.M. lógico, ¿verdad? 


¡7 


El m.c.m de los índices de los radicales 3 y 2 es 6 (recuerda que el índice de la y 3 es 2). Por 
tanto, 73./3=27.31=25.33 

¿Qué se te ocurre ahora para poder utilizar un exponente común a los dos? ¿Qué tenemos co- 

mún en ambos exponentes? El 6. Utilicemos este 6 (m.c.m(3, 2)) como exponente común en el 


denominador, aplicando la propiedad de potencia de una potencia. 


13.(3=023.3.=20.35/23)*.[32 ¡5 lo -3 252 Ey Cuando los índices son distintos, el resultado es una 

qnpn = (a:b)" raíz de índice el m.c.m. el de los índices, y como 
radicando el producto (o cociente) de cada uno de los 
radicandos de cada radical, elevado al numerador de 

O de una forma directa y mecánica la fracción equivalente de denominador el m.c.m de 


Aplicamos 


los índices de cada una de las raíces. Sea t = m.c.m 
(rs); 1/r=u/t y 1/s = v/t 


Vi 7 =P 


m.c.m(3,2):6 6:3=2 6:2 =3 
Ejemplo. 

ir 241 
J4:18=12:42=8 (22), 23 iZ Í> 


18 J6=12./7.3=1 A 2.2=242-3 


Extraemos las potencias que se 
puedan de los factores 


bas sol é a 
¿Y si tuviéramos que extraer los factores posibles de | oo 2 Vamos a extraerlos. 


RA ON 


2 3% 9 «Y, N Y, 33.33 => y 


o de una forma más directa y mecánica, dividimos los exponentes de cada factor entre el índice 
de la raíz: 


6:3 cociente 2 resto 0; 8:3 cociente 2, resto 2;  13:3 cociente 3 resto 1 — 


52 0 
zo = z Ñ E (escribo 3' para que sea visible el exponente 1 del factor 3) 
Ejercicio. Calcula los siguientes productos y/o divisiones. 
A la. .3os 5.32 AÑ, dl. 
AE: du A, BB, Ea pe 2% a i ESTA 2 
13 197-432 ex yx (xy) 


Ejercicio. Comprueba aquello que ya dijimos: La diagonal de un cuadrado de lado *L” unidades 
vale L/2u 


30.2. Suma y resta de radicales 
Sabemos que para sumar entes, estos deben de ser del mismo tipo. Es decir, 


2 manzanas + 3 manzanas = 5 manzanas > 2m+3m=5m  ó 


2x+3x=5x ó 2x*+3x=5x ó 2:10*%+3-10*=5:10% ó 2:14+3-14=5Í4 


Pues ya sabemos sumar y restar. 


Ejercicio. Calcula las siguientes sumas y/o restas 


? y : 32-43) -10%-8-.10* 
5-10 6:10*+ 2:10? + 5:10* - 8:10%;  3/2-473-5/2+813 ; do y AO 
y y 


2-10* 
8/3-2/3 . 74dx—104x 
3 3 


Fijate ahora en los siguientes casos. 
- 243+4427 


En este caso, índices iguales y radicandos distintos. Vamos a aplicar lo que conocemos hasta 
ahora para intentar llegar a tener radicales "semejantes" y poder sumar. Para ello, se comienza 
descomponiendo en factores primos el o los radicandos y extrayendo todo lo que se pueda. 


Ahora sí 
2/3+44 27=2/3+413'=2/3+4-3/3=24 3+12/3=144/3 


- 312-514 


En este caso, tenemos radicandos e índices distintos. Volvamos a aplicar propiedades que co- 
nocemos, por si se pueden obtener radicales semejantes 


% Y 


3-12-514=3-12-512=3-/2-5:2=3/2-5-2%=3-/2-5/2=-24/2 


Ahora sí 


Como ves, hay casos en los que aplicando propiedades podemos llegar a obtener radicales se- 
mejantes y poder suma o restar. En otras ocasiones será imposible. 


Por tanto, intentamos transformar el radicando y/o índice para tener radicales semejantes y 
poder sumar o restar. También podemos transformar la notación científica para poder sumar o 
restar. Esto también nos permitirá pasar un número que no está en notación científica a nota- 
ción científica. Podemos actuar de dos formas: 


ie 


2 
2-10? + 5-10? = 2105-10 Multiplico como me más me conviene > 


> 0.02-107+5-10”=(5+0.02)-10=5.02-10* Notación Científica ó 

> 2-10%+5-10%*=2-10%5-10*-10'=2-10*+500-10"=502-10? No está en Notación Científica. 
Vamos a pasarlo a notación científica multiplicando de la forma más conveniente: 

> 502% -10'=5,02: 10”-10%=5,02-10” 


Ejercicio. Calcula las siguientes sumas y/o restas (cuidado con los exponentes negativos). En 
las operaciones con potencias de 10, pon el resultado en notación científica 


O | a | a 
372+23 1657128 : 2/5+433-5/125+3781 y mn 
53128-3%2 

6 7 E a E ai 70 O 

E 21010 2 

-8-10 —9-10*+3-10 0 


Ahora, combinemos sumas, restas, multiplicaciones, divisiones, potencias, identidades nota- 
bles, .. y aplica lo que conoces, sin inventar nada. Y si observas, veras como ya has realizado 
muchas de las operaciones. 


Ejercicio. Calcula, aplicando identidades notables, sacando factor común, simplificando, ponien- 
do resultados en forma de potencia y/o notación científica,... siempre que sea posible, y respe- 
tando la jerarquía de las operaciones. 

(27-10”—10>)-10 
9-10 *+3-10?-3-10” 


(12-1)-(V2+1) : $2. /8-2/2 42 ; ($5-/5) : (2:10* - 10%? ; 


242-/2-4316-/2 o 2--18:x" 
51128-342 6327 x—3x* 


Si te has sido observador, has trabajado expresiones similares de distintas formas. 


Ejercicio. Sabiendo que 1 año-luz es la distancia que recorre la luz en un año, calcula la distan- 
cia en kilómetros que corresponde a ese año luz. Expresa el resultado en notación científica. 
Nota: Velocidad de la luz 3-10* m/s. 


Problema. Una de las naves no tripuladas más rápidas que se han construido, tiene una veloci- 
dad aproximada de 2:10* km/h. Supongamos que esta nave va tripulada y se dirige a un planeta 
hipotético, a una distancia aproximadamente igual a la estrella más cercana a la Tierra, unos 
4.5 años luz. ¿Llegará vivo alguien de la tripulación? ¿Cuánto años tardará en llegar? 


Problema. Queremos construir 2:10% prismas hexagonales de cartón con arista básica 5:10* m y 
altura 10* m. Necesitamos conocer el área necesaria para calcular la cantidad del cartón que se 
necesita. ¿cuál es ese área? 


Problema. ¿Qué volumen de agua podríamos introducir en un cuba cilíndrica de 4:10? cm de al- 
tura y 1:10? cm de diámetro? (Volumen = Área base x altura). 


Problema. Queremos construir un plano del área de una determinada zona a escala 1:(2:10%). Sa- 
biendo que el área de una zona cuadrada es de 40 km?. ¿qué área corresponde en el plano? 
¿Qué dimensiones mínimas deberá tener el papel que escojamos? ¿Cuál será el lado de dicho 
cuadrado en el plano?. 


Problema. Calcula, sin utilizar calculadora, las razones trigonométricas de un ángulo de 60% (án- 
gulos de un triángulo equilátero de lado x). Escribe las del ángulo 30% (complementario) 
Nota: Utiliza el teorema de Pitágoras para hallar la altura del triángulo equilátero. 


Problema. Calcula, sin la calculadora, las razones trigonométricas de un ángulo de 45* (ángulos 
agudos de un triángulo rectángulo isósceles de lado igual x -escuadra- o de la diagonal de un 
cuadrado de lado x). Observa los resultados. 

Nota: Utiliza el teorema de Pitágoras para hallar la hipotenusa. 


Problema. Se sabe que el sol forma un ángulo con la horizontal de 60%. Si la sombra que proyec - 
ta el un árbol es de 5 m, calcula la altura del árbol. 


Problema. Un adolescente tiene de altura 150 cm y se encuentra a 2 metros de un árbol de 6 m 
de altura. En esta posición, la sombra que proyecta la farola y el chico coinciden en un punto. 
¿Cuál miden ambas sombras? 


Problema. Una fotocopiadora reduce un cuadrado de área 1 dm? un 25%. ¿Cuál es el área y lado 
del cuadrado de la fotocopia? 


Un problemita. En la figura de la derecha, el radio de la circunfe- 

rencia mayor es 1 unidad. ¿Cuál es el radio de la circunferencia 

menor? ¿Cuál es el área del círculo menor? ¿Son semejantes los 

dos cuadrados y/o círculos? Razona tu respuesta. 

En caso afirmativo, halla: 

- la razón de semejanza. 

- la razón de semejanza de las áreas. Comprueba, hallando el área [+= 

del círculo menor a partir de esta razón de semejanza. Se 


31. Aplicación. Notación científica, proporcionalidad y Número de Avogadro. 

El mol es la unidad de cantidad de una sustancia en el Sistema Internacional de medidas. Pues 
bien, un mol de cualquier sustancia contiene 6,02214-10” entidades de esa sustancia. Si es un 
elemento, serán átomos; si es una molécula, serán moléculas. Pues a este número se le llama 
Número de Avogadro (Na). 


Supongamos una reacción de un ácido y una base en la que se obtiene la sal más agua. Por 
ejemplo, la reacción del hidróxido cálcico con el ácido clorhídrico, ajustada. 


2 HCl + Ca(OH). => CaCl, + HO 
En este caso, cada mol de Ca(OH) reaccionan con 2 moles de HCI. Por tanto, si tenemos 20 
gramos de Ca(OH)z ¿Cuántos gramos de HCI necesitamos? > Proporcionalidad 
1 mol de Ca(OH); - 40,1 + (16+1):2 = 741 gr:  1mol de HCl + 1+ 35,5 = 36,5 gr 


1 mol Ca(OH : 
molCa(OH),_74,1_20 _ 365 209,86 gr 
2 moles HCl 36,5 xXx 74,1 


Y si tenemos 50 gramos de HCl, ¿cuántas moléculas de Ca(OH). deben reaccionar con dicha 
cantidad de ácido clorhídrico? > Pues otra vez proporcionalidad 


Primero tenemos que saber cuantas moléculas tiene 50 gr de HC] > 


1mol HCl _ 6,022:10%_x _ _50:6,022:10% 


S = Xx =1,37:10% moléculas de HCl 
36,5 gr 36,5 gr 50 36,5 


Ahora, calculamos las moléculas de Ca(OH): que reaccionaran con las *x" de HCl. 


1molCa(OH),_ 6,022-10P _1_ y IO E 


y a = 6,85:10% moléculas de Ca(OH 
2moles HCl — 2-6,022-10% 2 1337-10% y 2 moléculas de Ca(OH ), 


¿Podríamos haberlo realizado más rápido y pensando? SI. Reaccionan 2 moles de HCl con 1 de 
Ca(OH).. O 3 mol de Ca(OH): con 1 de HCI. Por tanto, "y" serán la mitad de moléculas de “x". Es 


1,37 10% 


decir, = 0,685-10” = 6,85:10% moléculas de Ca(OH), 


Ejercicio. En muchas casas en la que nuestro calentador funciona con gas butano, se produce 
una reacción de combustión muy usualmente, que da como resultado dióxido de carbono y agua. 


Esta es la siguiente: C4Hio+ Oz > CO, + H20. 


- Ajusta la reacción. 


- Si en una ducha quemamos 300 gr de butano, ¿cuántas moléculas estamos quemando? 
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31. Y ya que estamos con los radicales, sabrías representar la función f(x) = /x 


La primera pregunta que debemos hacernos es si podemos darle a *x" cualquier valor. ¿Pode - 
mos? 

Sabemos que la raíz cuadrada de un número negativo (en los reales) no existe. No hay ningún 
número perteneciente a los números reales que elevado al cuadrado sea negativo. Por tanto, 
nuestro radicando debe ser mayor o igual que O. 


Como el radicando es x, entonces x 2 O. Esto es lo que llamábamos Dominio de f y se expre- 
sa como: Dom f = [O, co) 


Si hacemos una tabla 


x01/4 916 y representamos, vemos como la función parte de (0,0), *x" solo 


y012 34 toma valores positivos y es creciente, aunque crece "despacito" 


0 1 2 3 4 $5 6 7 8 9 10 11 2 13 14 5 16 


¿Y si la función hubiera sido f(x)= yx-—1 ? ¿Qué valores podríamos darle a x? Es decir, 
¿cuál sería su dominio? El radicando debe ser mayor o igual a O. Es decir, x-12>0 


¿Cómo se resuelven las inecuaciones de grado 1? Pues, básicamente, igual que las ecuaciones. 
Pero ahora la solución será un conjunto de valores. 
X-120>= x21 ó —>Domf=![1, oo) 
——— > 


1 


Como es lógico, se encuentra trasladada una unidad hacia la derecha, ya que si f(x)= vx 


/ 


f(x-a)= x-1 => desplazamiento una unidad a la derecha. 


5 
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¿Cuál sería el punto de corte con los ejes de coordenadas? Como vemos, el (1,0) con el eje 
OX. De forma analítica, como siempre: 


Con el eje OY >x=0 > y= íx-1 = /0-1=/-1 sin solución > no hay punto de corte 


Con el eje OX >y=0> 0= /x-1 > Como0ó=0 > x-1=0 > x=1 Punto de corte 
(1,0), como se puede comprobar en la gráfica. 


¿Y si la queremos desplazar, además, 2 unidades hacia abajo? Pues, f(x)= vx-1-2 .Fácil, 
¿verdad? 


No existe corte con el eje OY, por la misma razón que antes. El corte con el eje OX 


O= vx-1-2 => 2=/x-1 ¿Qué número tiene por raíz cuadrada, 22el 4 => x-1=4= 
x=5B  = Punto de corte (5, 0) 


Ejercicio. Dadas las siguientes funciones radicales, halla el dominio de forma analítica, los pun- 
tos de corte con los ejes y representa dichas funciones. Estudia su crecimiento-decrecimiento. 


y = xl; y = vl=x y = lx y = —/x +1 : y= Vx+1+1 


Ejercicio. Y ahora al revés. Ha-p A, 


lla la expresión algebraica de 
las funciones radicales de la 
gráfica. Halla el dominio. Es 
Nota: No corras, observa, y e 


después escribe y comprueba, 
sobre todo en la gráfica rosa y 


Ya e 

a E 
+ 
Y 


negra. 4 
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Ejercicio. Y si mi función hubiera sido f(x) = Yx ¿Cuál sería el dominio? Representa gráfica- 


mente. 

Ejercicio. Y ya que estamos con los radicales, realiza las siguientes operaciones 

272-4116 

51 128-312 

Problema: Aplicación. Volvamos a nuestro tonel abierto por la parte superior. Volvamos a echar 
agua y dejemos que salga por un orificio, en la parte inferior. ¿Te acuerdas? Si observas la sali - 
da del agua, va describiendo una parábola que, conforme pasa el tiempo, su alcance va disminu- 
yendo (ya hemos tratado anteriormente este caso). Quiere decir que la velocidad va disminu- 
yendo conforme hay menos agua. 


La parábola cada vez es más pequeña hasta que, cuando queda muy poca 
agua, sale de forma casi vertical. 

Se encuentra (como ya hemos comentado anteriormente) que la velocidad 
de salida del agua depende de la altura de ésta dentro del tonel (es lógico 
pensar que, cuanto más volumen de agua hay en el tonel, la masa de "encima" 
es mayor y empujará con más fuerza en la salida). Conforme la altura va dis- 

$2  minuyendo, la velocidad va siendo menor y observamos que sale con menos 


se “fuerza”. 


Esta dependencia es de la forma v=/2gh , donde "h" es la altura del agua en el tonel. Por 
tanto, viene modelizada por una función radical que, además, es independiente de la geometría 
del recipiente. Solo depende de la altura que alcanza el líquido. 


Representa esta función "v" para distintas alturas a partir de la expresión (toma como altura 
inicial del agua 50 cm) y observa la forma en que va variando la velocidad de salida del agua de 
ese "nuestro tonel". Después utiliza geogebra para representar esta función y compara. ¡TEN 
CUIDADO, LA ALTURA VA DISMINUYENDO CONFORME PASA EL TIEMPO! 


Problema Ampliación. ¿Sabrías hallar el alcance horizontal del agua en un determinado momen- 
to? 


32. Inecuaciones de grado 1. 


Y como para hallar estos dominios tenemos que resolver inecuaciones, vamos a recordar cómo 
se halla la solución. 

Se resuelven, como ya hemos dicho, básicamente igual que las ecuaciones. Pero hay que tener 
cuidado al final. Cuando llegamos a una expresión equivalente, como por ejemplo, 5x > 10 > 
x>10/5 > x>2 = solución (2, co) 

Pero si llegamos a una expresión como -5x>10 ¡ CUIDADO ! Vamos a estudiarlo atentamen- 
te. 
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Sabemos que 2:3 = 6. Por tanto, -2:3 = 2:(-3)=-6. Como6>5 > 2:3=6>5. Pero -2:3= 
-6 3-5 sino -2:3=-6<-5, 


Entonces si -5x>10 => x>» p2 sino x<-2. Así, podemos hallar la solución de las si - 
guientes formas: 


a. -5x>10 => transponiendo términos > -10>5x => -2>x=> solución (-0o, -2) 
(y recordando de vez en cuando, sin perder la esencia: -5x-10>10-10 = -5x-10>0 => 


-5x-10+5x>0+5x => -10>5x => -10/5>5x/5 > -2>x) 


b. -5x>10 > Cambiando signos Y > 5x<-10 > x<-2 >= solución (-co, -2) 
desigualdad 


Ejemplo. Resuelve la inecuación (DS 


(1) £ 35% 7 Hai) 2x ¿3-5x 


> 4(x-1)-2x<3-5x > 7x<7 > x<1 
4 4 4 


solución: x € (-oo, 1] 


Ejercicio. Resuelve las siguientes inecuaciones de grado 1 (aunque no lo parezcan) y expresa su 
solución mediante intervalos y representación en la recta real. 


e a b. 4(x- 2)- 6(2x? - 1)<3- 121 
A 


Ejemplo. ¿Y si me dicen que se tienen que cumplir las dos condiciones x-5< 2x y 
x +3 >1? 


Entonces si  2x-5<x>x<5> x€(-0,5) > AHHH 


-2 0 5 
ysi x*+3>1>x>-2 > xg(-2,0) => pj ,s y 
E ] 0 5 


Y ahora nos podemos hacer la pregunta, ¿cuáles son los números que son mayores que -2 y 
menores que 52 Pues los que están entre -2 y 5. Es decir, (-2, 5) 


iereepla Esto se llama sistema de inecuaciones 
! a lineales con una incógnita 


Problema. Si al doble de la edad de Luís se le restan 17 años, resulta menos de 35, pero si a la 
mitad de la edad de Luís se le suma 3, el resultado es mayor que 15. ¿Qué edad tiene Luís? 
Nota: Plantea el problema y observa que es similar al ejemplo anterior 


Ejercicio. Resuelve el sistema de inecuaciones 
x-1 S=2X 


2 3 
4-(x-2)-6(2x"-1)<3-12x 


—2-(x-5)< 


32.1. Observación. Valores en la recta. 


Volviendo al resultado del primer ejemplo de inecuación de la página anterior, x<-2 6ó 
x + 2< 0, corresponde a aquellos valores de x pertenecientes al intervalo (-<o, -2), como ya he- 
mos visto. 


Cojamos ahora una función y = x + 2 y dibujemos su gráfica. Como ya sabemos, será una recta, 
la de la derecha. Los puntos que cumplen dicha función son los que pertenecen a dicha recta. 


Pero si me dicen que y = x+2, donde x + 2< 0, es de-. 
cir, y < O, los valores de "y", para los que x + 2 < O, son. 
A |] 


aquellos puntos de la recta en los que la coordenada "y". | 
es menor que O. ' Y | 


Si nos fijamos en la gráfica, son los puntos (x,y) de la| 
semirrecta marcada de rojo, que corresponde a los valo-| 
res de coordenada x < -2. 


33. Polinomios 


Ya sabes qué es un polinomio de 3% eso, y más arriba hemos estado sumando, restando y mul - 
tiplicando polinomios y dividiendo monomios, sin todavía haber definido nada. Simplemente, ya 
conoces el funcionamiento de las operaciones. 


Adentrémonos un poco y vayamos a la división de polinomios. Vamos a dividir un polinomio por 
un monomio. Para entenderlo, primero utilicemos números. 


12 8+4 8 4 
= —— —= —+—=4+2= 
2 j 2 2 2 Ñ 


Es decir, cuando tengo un numerador formado por varios sumandos, puedo dividir cada uno de 
los sumandos entre el denominador. 
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] Dividendo : resto 
Teniendo en cuenta que .  =Cociente+ e , entonces 
divisor divisor 


4 3 2 4 3 2 
XH2XBXTFEX 2. XxX 2x 3, XxX _ 2 Xx _ 2 1 
e e a E o O: A 
Xx Xx Xx Xx Xx Xx Xx 


o extrayendo factor común 


4 3 Z 2 2 
= xo (x+2x-3 
ep A E E A E 
X X X X X 
entonces, Cociente = x*+2x-3 y  Resto=x 


Ejercicio. Divide,de la forma que creas conveniente, las siguientes expresiones: 


6x-4x*-18x"+2x=1 . 1,6:100-4,2:107 , 2%2-4/2 . 3x'+2x-5x +6 
2x2 : -2-10* j 2412 : Dx 


33.1. División de polinomios. Repaso 
Vamos a dividir dos polinomios cualesquiera, en el que el grado del dividendo sea mayor o igual 


que el grado del divisor. 
Antes de comenzar, podemos distinguir entre división exacta y división entera. 


a. División exacta. 


En este caso, el resto es O. La propiedad de la división será: 
D(x) = d):c(x) => c(x)= D(x)/d(x) > grado c(x) = grado D(x) - grado d(x) 


El dividendo es múltiplo del divisor y del cociente. 


b. División entera. 


En este caso no es exacta. Por tanto, D(x) = d(x):c(x) + R(x) donde grado R(x) < grado d(x) 
y grado c(x) = grado D(x) - grado d(x) 
La forma de dividir polinomios se basa en un determinado algoritmo que no vamos a demostrar 


ni ver. Simplemente explicaremos como se hace. Vamos allá. 


Primero vamos a dividir un polinomio por un monomio sencillo (que ya sabes hacerlo) mediante 
el algoritmo de la división. Por ejemplo, 


Aplicando lo que sabemos — (3x*-5x*%+3x-1):x >3x%-5Bx+3 - (1/x) ES 
D(X) ¿d(x) =  C(x) + REJ/d(x) 
> Identificando D(x)= 3x*-5x*+3x-1 d(d)=x  C()=3x?-5x+3 ROO) = -1 


Aplicando el algoritmo de la división. 


Ordenamos el polinomio del dividendo 
Dividimos el primer monomio del dividendo entre el monomio del 


3x? - 5x? +3x-1li ix divisor. El resultado se coloca en el cociente. Se multiplica por el divisor. 

3 2 Se coloca el opuesto de este resultado debajo del monomio del mismo 
—3x 3x grado del dividendo (lo que hacemos es restar, como en una división 
O -Bx?+3x-1 numérica corriente). Realizamos la operación y bajamos los siguientes 


monomios, obteniendo un primer resto. 


Seguimos -5x*+3x-1lLx 


Volvemos a hacer lo mismo con el primer monomio de dicho primer 


2 2 
ADE == 3x" - 5x resto obtenido, ya que el grado de este primer resto es mayor que el 
O +3x-1 grado del divisor. Obtenemos así, un segundo resto. 
Seguimos + 3x-1 | x Volvemos a hacer lo mismo con el primer monomio de dicho segundo 


resto obtenido, ya que el grado de éste es igual que el grado del divisor. 
- 3x 3x? - Dx + 3 En este caso, el tercer resto tiene un grado menor que el del divisor, 
0 1 con lo cual se acaba la división, obteniendo el cociente y el resto. 
La división quedaría así: 
3x* -Bx?+3x-1 lx 


3x2 3x? - Bx + 3 
O -5Bx*+3x-1 
xXx 

O +3x-1 
nx 
O -1 


Cambiemos el monomio del divisor por un polinomio sencillo. Por ejemplo, d(x) = x - 2 
Primero se ordenan los polinomios dividendo y divisor 


3 5 Dividimos el primer monomio del dividendo entre el primer monomio 
3x" -5x0+3x-11x-2_ del divisor. El resultado se coloca en el cociente. Se multiplica por cada 
-3x* + 6x? 3x? uno de los monomios del divisor. Se colocan los opuestos de los 
O A 3x-=1 resultados debajo del monomio correspondiente del mismo grado del 
dividendo. Realizamos la operación y bajamos los siguientes monomios, 

obteniendo un primer resto. 
+x2+3x-1 | x-2 Volvemos a hacer lo mismo con el primer monomio de dicho primer 
resto obtenido, ya que el grado de este primer resto es mayor que el 


a E E 3x% + x grado del divisor. Obtenemos así, un segundo resto 
O +5x-1 
Volvemos a hacer lo mismo con el primer monomio de dicho segundo 
+5x- 1 2 resto obtenido, ya que el grado de éste es igual que el grado del divisor. En 
-5x+10 3x + x+5 este caso, el tercer resto tiene un grado menor que el del divisor, con lo 
Or 49 cual se acaba la división, obteniendo el cociente y el resto. 


La división quedaría así: 
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3x* - 5x* + 3x-1| x-2 
-3x7 + 6x 3x + x+5 
O + x*+3x-1 
- xo +2x 
O +5x-1 
=Bx+10 
O +9 


Ejercicio. Realiza las siguientes divisiones de polinomios 


(5x - 2x7 + 4x-9):(x- 3); (Bx*-7x%+ 3x + 2): (x*-5x) : (0 -3x+2x-1): (+ 2x- 2); 
QOé-D:0é+1); 0é-2x+1):(x-1); 0-1): (x+ 1) 


¿Y si la división de los coeficientes no es exacta? 


2x*- 3x +2 3-2 Observa como hemos dejado un hueco entre el monomio de 
td 2.5 grado 2 y el de grado cero (el término independiente), por si 
3 3% 9 al multiplicar el cociente por el divisor, aparece un monomio 
y 5 2 de grado 1, poder colocarlo. 
52 10 
+ e 
E 9 
8 
e 
0 9 


Resolvamos algunos ejercicios y problemas, y después nos vamos a las ecuaciones (de 2% 
grado) 


2(x—3) 
3 


] 


Ejercicio. Resuelve la siguiente ecuación: (1) 31 J=x—213- 


Problema. El perímetro de un rectángulo es de 30 cm. Se sabe que la razón del lado mayor al 
menor es de 2. Calcula los lados de dicho rectángulo, el área y la diagonal de forma aproximada. 
Calcula, aproximadamente, el lado de un cuadrado del mismo área que este rectángulo. 


Problema. En una joyería se realizan anillos de oro. Un cliente quiere un anillo de 10 gr. Este 
cliente tiene un presupuesto máximo de 500 € para dicha joya. Para ello, se cuenta con oro de 
un 75% de pureza con un precio de 100 €/gr y de un 40% de pureza con un precio de 50 €/gr. 
¿Qué cantidad aproximada de de oro de cada tipo se necesitan mezclar para que el cliente pue - 
da pagar dicho anillo? ¿A qué fracción corresponden los distintos porcentajes? 
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Nota: Realiza las operaciones de forma mental y/o utilizando los métodos vistos anteriormen- 
te. 


Ejercicio. Halla la ecuación de la recta que pasa por los puntos (1,2) y (-3,4). Halla los puntos de 
corte con los ejes. 


Ejercicio. Dada la función y = 2x? - 8, haz una tabla y representa la función. Halla los puntos de 
corte con los ejes y el vértice. Estudia el crecimiento y decrecimiento. 


34. Otra vez ecuaciones de grado 2 


Ya hemos resuelto ecuaciones del tipo ax? + c = O. Recuerda que en un ejercicio anterior tu- 


viste que hallar los puntos de corte de la función y = -x?+ 1, cuya gráfica tenía un desplaza- 


miento vertical de 1 unidad hacia arriba respecto a la función y = -x? 


xi+120>-x=-1> x=1> (x=x=*/1=+1 => corte con el eje OX (1,0) y (-1,0). 


O de otra forma. Si transformamos esta expresión en una identidad notable 
x-1=x-1= (x-1)(x+1) 
-xó+1=-(xé-1)= = - (x - 1)(x + 1) 


-x2+1=0> -(x-1)(x+1)=0 => producto de dos números igual a O => al menos, uno de 
ellos, tiene que ser O. 


Ó x-1:0>x=1 ó x+1=0 => x=-1 > Puntos de corte (1,0) y (-1,0) 


Decimos que el polinomio -x? + 1 = - (x - 1)-(x + 1) lo hemos factorizado. Si el polinomio 
esta factorizado, entonces tenemos las soluciones de la ecuación y, por tanto, los puntos de 
corte con el eje OX. ¿Y al revés? ¿Si tenemos las soluciones de la ecuación, lo tenemos factori- 
zado? 


Si representáramos esta función, y = -x? + 1, sería 
una parábola cóncava que corta al eje OX en dichos pun-| ' 
tos (10) y (10) y al eje OY (six=0 => y =-0%+1 
= 1) en (0,1) y vértice en éste mismo punto (ve fijándote| dh 
en la posición del vértice), que estaría desplazada 1 uni- [ |] 


dad hacia arriba respecto de la y = -x* | APA 
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Imagina la ecuación  2x*- 8 = O. Resolver esta ecuación, = Ñ 7 T 
nos daría los puntos de corte de la función y = 2x? - 8 con. HH 4H] 
el eje OX. PRA] He 
2x=8 > x"=8/2>x*%=4 > x=*2 Cortaal eje OX | 
en(20) y (20) y Li] 
Al eje OY, lo cortaría en 2:0% - 8 = -8 > (0,-8)| Á [ / 


Sería una parábola convexa, con vértice en (0,-8). Se en-' * Dl -8- 
cuentra desplazada 8 unidades hacia abajo respecto de la| | 
función y = 2x* Po, L | da 


1 l pl pl 


Al igual que antes, a ver si podemos buscar una identidad notable: 
2x? -8= 2.(x* -4)= 2:(x + 2)(x - 2) 
Puntos de corte (-2,0) y (2,0) 


Y si tuviéramos la ecuación (x - 2)? = O 


Por ahora, aunque ya sé que sabes la fórmula de la solución de una ecuación de 2? grado, va- 
mos a suponer que no la conoces. ¿Cómo podríamos hallar la solución? Vamos a pensar en qué es 
solución de una ecuación 


Solución (o soluciones) de una ecuación son aquellos valores que sustituidos en la variable lle- 
van a obtener el mismo resultado en los dos miembros de la ecuación. Si, en este caso, nos ha- 
cemos la pregunta ¿que número al cuadrado sale 02 Ya tenemos la o las soluciones. 


La respuesta es O. Por tanto, x-2=0 => x= 2. Así, el punto de corte de la parábola con el 
eje OX es (2,0). O Como hemos hecho anteriormente, en este caso ya es una identidad notable. 
(x - 2Y = (x - 2)(x - 2) > Punto de corte el (2,0) y (2,0). Es decir, (2,0) 


El punto de corte con el eje OY sería y = (0-2) > y= 
4 => Corte con el eje OY en (0,4) 

Viendo estos resultados (corte con el eje OX el (2,0) y 
corte con eje OY (0,4)), es como si la gráfica y = x? se hu- 
biera trasladado horizontalmente 2 unidades hacia la de- 
recha, como puedes observar su representación en la grá- 
fica de la derecha 


Por tanto, dada una función y = f(x), si mi función se 


A 


traslada un valor de "p" unidades hacia la derecha, la fun- 


ción sería y = f(x - p). Y si es hacia la izquierda, sería y =* 
f(x + p). 
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Ejercicio. Halla los puntos de corte de las siguientes parábolas con los ejes y representa. En el 
caso que exista alguna traslación, tanto horizontal como vertical (que ya lo viste anteriormen- 
te), observa dicho desplazamiento respecto de la función y = + ax?. 


y =D y = (xD cy = 2 2): y =-21x + 3): y = (x+ 2)(x- 2): y = (x- 3)(x- 1) 


Observa esta ecuación —(x-2)=4 ó  (x-2)-4=0 
En este caso, el resultado de (x - 2)? es un cuadrado perfecto. 


Como 2*=4 y (2 =4 > x-2=2 y x-2=-2 
de donde x=4 y x=0 


Muchos suelen hacer: (x-2)=4 => 1(x-2J=+/4 >(x-2)= +2 me ¡ A Mi 
—xXx2=-2>x=0 
Los puntos de corte con el eje OX de la función y = (x - 2)? - 4 son el (4,0) y el (0,0). 
Atendiendo a lo que hemos visto en las anteriores ecuaciones: 
(x- 2Y - 4 = (x-0)-(x-4)=x(x-4) => yahemos factorizado nuestra expresión. 
El punto de corte con el eje OY es (0,0) 
(y = (0 - 2) -4=0) 


La figura de la derecha sería su representación gráfica. 


Fijate que el vértice de la función y = (x - 2)? - 4 es el pun- 
to(2,-4) — Vértice (2,-4) 


Es decir, si nuestra función de grado 2 viene expresada de 


la forma anterior, el vértice aparece en la misma expresión. 
Ello nos permite "esbozar" la función, de forma aproximada, 
de una manera fácil y rápida. 


Pero aún hay más. 


Si te fijas en la función, y = (x- 2)? - 4, observa como hay una combinación de una trasla- 
ción vertical de 4 unidades hacia abajo y otra horizontal de 2 unidades hacia la derecha res - 
pecto de la función y = x* (vértice en (2,-4)). La representación se hace ya en "cero coma". 


De forma general, si nuestra función es y = a-(x - p)? + q, esto representa una parábola 
de vértice (pq), trasladada p unidades horizontalmente y q unidades verticalmente con respec - 


to a la y = ax*, y con la curvatura dependiente del signo de "a". A veces no somos conscientes 
de la belleza de la Matemática 
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¿Pero y si mi ecuación hubiera sido (x - 2 +4=0 = (x- 2) = -4, 


No existe ningún "número real” que elevado al cuadrado 
sea negativo. Por tanto, esta ecuación no tendría solución. 


Quiere decir, que la función y = (x - 2) + 4 no tendría 
puntos de corte con el eje OX. 


A |] 


Tiene su vértice en (2,4), que sería un mínimo, ya que "a" > 
O (convexa) y, por tanto, no cortaría a dicho eje. La repre- 
sentación gráfica la tienes en la figura de la derecha. 


Podemos resumirlo con estas gráficas de ejemplo 


7 


» 


Ze 
(X-3) 


Y más adelante, más. 


Ejercicio. Halla los puntos de corte y el vértice de las siguientes funciones. Representa de for - 


A |] 


ma aproximada, a partir de la función y = ax? o y = -ax?, con "a" perteneciente a los reales. 


y=(xD-1 : y=(x-D-9 : y=2(x-2+3 : y= -2(x+ 3)+4 


34, 1. Y ahora, al revés. 


Supongamos que observamos la gráfica de la derecha. ¿Cómo 
podemos hallar su expresión algebraica? 


Como se puede observar, el vértice es el punto (2,-4). Por ello, 
la parábola esta desplazada 2 unidades hacia la derecha y 4 unida- 
des hacia abajo respecto de la que deriva, y = ax”. 
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¿Cómo hacemos para calcular el valor de a? Podemos hacerlo de distintas formas: 


1. Cogemos un punto cualquiera distinto del vértice. Por ejemplo (4,0). Sustituimos en la fun- 


ay. A 


ción el valor de “x" e "y". Calculamos *a”. 


0=a(4-2)-4 > 0=4a-4 


> q=4/4=1 entonces 
y = 1(x- 2) - 4 


2. Fijémonos en la función de la cual procede, y = a:x? . Para ello, traslada la gráfica al origen 
de coordenadas (traslada mentalmente el vértice (2, -4) al punto (0,0)). Observamos que un 
desplazamiento horizontal de un cuadrito (1 unidad) supone un desplazamiento vertical de 1 cua- 
drito (1 unidad) hacia arriba (es convexa > a > 0). Es decir, si el vértice es el (0,0), estaríamos 
en el (11) = 


Como y = ax? > l=a1?> 1=la > a=1 entonces y=1(x-2)-4 


Ejemplo. Halla la expresión algebraica de estas dos parábolas 


Parábola roja. Crece más rápida- 
mente que la azul. Por tanto, va a 
tener un valor mayor de "a" que la 
azul. 


y = a(x + 1) - 1 
Si desde el vértice nos desplaza- 


mos 1 cuadrito (1 unidad), subimos 
3 cuadritos (3 unidades). 


Suponiendo el vértice en (0,0) 


llegaríamos a (1,3). > y=ax? > 3 


saltas > 


y = 3(x +1) -1 


Parábola azul y = ax + 2) 


Si a partir del vértice me desplazo 1 cuadrito (1 unidad) subimos "parece" medio cuadrito. Si 
andamos 2 cuadritos (2 unidades) subimos 2 cuadritos (2 unidades). Por tanto, si el vértice fue- 
ra el (0,0) llegaríamos al (2,2) 


y =0x > 2=4a2 >2=4a >a=% > y= 35 (x+2)” (subía medio cuadrito) 
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Ejercicio. Halla las expresiones algebraicas de las funciones de la página siguiente 


) A ; ) ; T T T T 
LA je . 4. 8 4 0 4 8 
l 4 / + 4 
o +1 — 1] > 7 
| / 
YN 
A / A 
E + m + > 07 N 
1 
¡ a Í 1] 
A / 14 
A / / A 
j | 
P-2 - / 2-7 t 
y l. | [ IM 
Ñ / / | 
/ 
j ro 
a 1 L,] 
| 
| 
| 
Ha ó 37 ñi E ¡ j j 
1 ñ l 1 1 
¡ | | EAT 
L 4 0 4 2d! Li ' eL 
| 
A, E | 
| | ] ] 
| | : Le | | / al 
F F a " 
| 1 / ] | / 
| ( +) 
+ / e. - | 4 
! Á p/ 
Ls Mi de] E , 6 
Y NA i 
4 + 4 > 4 + -4 + 
4 ) 4 -8 4 0 4 8 
fo 1 Es. (0 O O O E IS E ED E E ES O O E E 


¿Y si nuestra ecuación es x? - 2x = 0? 
¿Qué podemos hacer para resolverla? Vamos a aplicar lo que sabemos, que es sacar factor 
común. 
x*-2x=0 => x(x-2)=0 => Ya la tenemos factorizada. 
En este caso, lo que tenemos es el producto de dos "números" igual a O. Esto significa que, al 


menos uno de ellos, es O. 
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- Supongamos que el primer “número” xesO >= x=0 .=:.(00) 
- Supongamos que el segundo "número" (x-2)esO0 => x=2 => (2,0) 
Por tanto, los puntos de corte con el eje OX de x*-2x=0  =x(x-2)=0 


> (x-0)-(x-2)=0= son el (0,0) y el (2,0). 


El punto de corte con el eje OY > y=0(0-2)=0 = (0,0) como era lógico esperar, ya que 
antes obtuvimos como punto de corte el (0,0) 


34.2. ¿Y qué pasa con el vértice? 


Por ahora, y antes de hallar una expresión que nos dé el valor de la coordenada x del vértice, 
vamos a aplicar lo que conocemos. 


Si mi función es y = a:(x - p) + q, el vértice era el punto (p,q). Pongamos nuestra función de 
esa forma. Para ello, vamos a buscar una identidad notable que se "acerque" a nuestra expre- 


sión. Y después será cuestión de sumar o restar una determinada cantidad para que ambas ex- 
presiones sean iguales. 


Tenemos x*-2x = x*-2:x:1 
(a-b)= a?-2:a:b+b* Identificando a=x y b=1 
(x- 1 = *-21x+1% = x-2x+1 => Nos sobra 1 
comparando con nuestra función 
> x*-2x =(x*-2x+1)-1 = (x-1)-1 
Por tanto, la función y = x* - 2x = (x - 1) - 1 tiene vértice 


en (1,-1) y se traslada 1 unidad hacia la derecha y 1 unidad ha- 
cia abajo respecto de la función y = x* 


Y otra vez los puntos de corte con OX escrita (x-1)-1=0 
(x-D=1 >(2-1)? =1x=2 y (0-1)? =1 >x=0 ó 
-ii=t> aoil=rA1 > (e). > “l=1ox=2 

x-1=-1>x=0 

Sabiendo que corta a los ejes en (0,0), (2,0) y que el vértice 


está situado en (1,-1), se traza de forma rápida. Gráfica de la 
derecha. | 


Ejercicio. Dadas las siguientes funciones, halla los puntos de corte con los ejes. Halla el vérti- 


ce, transformando la función en una expresión que contenga una identidad notable. Representa 
de forma aproximada. 


Y=X22x 3 y=2x+4x ; yz xX+3x  ; y=-3x-2x 


337 


De forma general, dada una función de la forma y = a(x - p)? + q, si (x - p)? no es un cuadrado 
perfecto, podemos transformarla, desarrollando la identidad notable y ordenando términos, en 
una expresión de la forma y = ax” + bx +c. Para hallar los puntos de corte resolveremos la 
ecuación anterior, de la cual ya si conocemos la famosa "formulita” del valor de x. 


_—b+(b'—4ac 
A = A 
2a 


O al contrario, si tenemos una expresión de la forma y = = ax? + bx +c y queremos hallar el 
vértice, podemos transformarla en una expresión de la forma y = a(x - p)? + q ayudándonos de 
las identidades notables, como hemos hecho más arriba o buscar una expresión que nos lo de de 
forma directa, como vamos a ver muy pronto. 


Como curiosidad, en el “anexo solución de una ecuación de 2? grado", vamos a ver cómo se ob- 
tiene la expresión de la solución general de esta ecuación de 2? grado, aplicando los conocimien- 
tos que tenemos y que ya has realizado sin darte cuenta. Sería muy interesante que se le echa- 
ra un vistazo, como aplicación de conocimientos dados. 


Ejemplo . 
y = x?- 4x-5, 


Nos fijamos en x? - 4x = a? - 2-a:b +... = 
x-2x2+..>a=1 y b=2 


La identidad notable correspondiente sería: x-2x2+4 => 0-2ab+b*= (a- bY 


Por tanto, tenemos y = x? - 4x + 4 y tenemos que llegar a y = x? - 4x - 5. Para llegar desde +4 
hasta -5, sumamos y restamos 9 => 


x?-4x-5=x"-4x-5+9-9=x - 4x + 4-9= 


(x-2-9> y = (x- 2 -9 
Parábola de vértice (2,-9) 


Los puntos de corte con el eje OX se pueden obtener, en este caso, de dos formas (solución 
de la ecuación): 


1. Aplicando la fórmula de la solución de una ecuación de 2% grado 


Ax=B=0 > y orbzibó—4ac_ (4) 1 (4 4:1:(5)_4+/16+20_4+6 
2a 2:1 2 2 


446_5 secids A= 
2 yo. E 2 


Puntos (5,0) y (-1,0) 


a=1b=-4c=-5 X1= 
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2. Como (x- 2)” = 9 es un cuadrado perfecto, entonces 


> 


x-=2=3 y x-2=-3 Ls Lp 
x=5 y Xx=-1 > (50) y (1.0) Ó o] 


(x-2 =9> 1(x-2)=+/9 => x-2243 TTVTTTTT] 
| 
eS *2=3 "xD 
x-2=-3>x=-1 r* W | AF 
| | 


Y aplicando lo que ya conocemos, quedaría factorizada 
como y = x? - 4x-5=(x+1)(x - 5) LN 


El punto de corte con el eje OY es RS A E 


LA 


y=(0-2-9=-5  ó 

y =0%-40-5=-5 > (0,-5) 

Evidentemente, estas formas de resolver las ecuaciones se simplifica debido a que de una 
forma u otra podemos llegar a tener cuadrados perfectos. De todas formas, también nos per- 


mitiría acotar las soluciones. 


Ejercicio. Dadas las siguientes parábolas, halla el vértice y los puntos de corte con los ejes de 
varias formas, transformando en una expresión que contenga una identidad notable, sacando 
factor común y aplicando la fórmula de la solución de una ecuación de segundo grado. 


a. y=xX*+8x-9; b.. yx -2x%=b=0 ; Cc. y = 2x* - 8x 


El vértice de una parábola es un punto en el cual hay un cambio en la monotonía (crecimiento- 
decrecimiento). Es el máximo o el mínimo de la parábola. Trazando una recta vertical que pasa 


por dicho punto, la parábola es simétrica respecto a esa recta. 
Por ejemplo, la parábola y = x? - 4 = (x - 0) - 4. 


Analizando su expresión algebraica, el vértice está en (0,-4). El eje vertical, por tanto, es el 
eje OY, de ecuación x = O (*) y es el "eje de simetría" de la parábola. 


Luego cualquier par de puntos de la parábola que estén a la misma "altura" (misma coordenada 
"y"), están separados del eje OY el mismo valor. Si unimos esos dos puntos, el punto medio se 
encuentra justo en el eje de simetría y, por tanto, tiene la misma coordenada "x,” que el vérti- 


ce. 


* Ver nota al final de este epígrafe 
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Si observamos su representación a la de- 
recha, podemos observar lo que hemos co- 
mentado en el párrafo anterior. 


En particular, cojamos los puntos de cor-_, 
te con el eje OX. [(2,0) y (-2,0)]. La coor- 


any. 


denada "x" mitad será, por lógica, 

2+(—2) 
2 

es O. Bastará sustituir dicho valor en la--, 


=0 La coordenada x, del vértice 


función para obtener su coordenada "y". 
Como y =x"-4=0%-4=-4 > Vérti- 
ce (0,-4) 


Fijémonos en una parábola que ya hemos visto en un ejemplo anterior, a la derecha 


E T T T 


y = xXx -4x-5 =(x-2)-9 
El vértice se encuentra en (2,-9), ya lo sabemos. El eje'* 
de simetría será, por tanto, x= 2. 
Sus puntos de corte con el eje OX son el (5,0) y 
(-1,0). 
La coordenada x del vértice estará en su punto medio. 


Ms SH, Y, = (2 - 2y -9 Vértice e (2,-9) 


-4 0 4 3 
l s 1 ñ l A l 


(*) Nota. Las rectas verticales se caracterizan porque todos sus puntos tiene el mismo valor 
de coordenada “x". Los puntos varían su coordenada "y”, pero no la "x". Así, el ángulo que forma 
con la horizontal es de 90%. Por expresarlo de alguna manera, “sin avanzar nada, lo subimos 
todo”. Esto implica que su pendiente sería infinita. La expresión algebraica de dicha recta es 
expresar lo que se mantiene constante, es decir x = a. 


34,4. Vamos a hallar la ecuación del eje de simetría de una parábola de forma general. 


El eje de simetría se encuentra en el punto medio de cualesquiera dos puntos de la parábola 


A 1] 


con la misma coordenada "y”. 


En particular, en el punto medio de los puntos de corte con el eje OX. Nuestros puntos de 
corte de la parábola con el eje OX son: 
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—b+1 b'—4ac «ed bó-4ac 


X= X2 = => El punto medio será: 
; 2a 1% 2a P dl 
—b+ib?=4ac —b-1b'—4ac —b-—b+ib?—4ac-1b?-4ac 
_ xl+x2 _ 2a 2a E 2a a, =4b. =b 
no y Ñ 2 2 - 4a 2a 
=p: H154) 


Si nuestra parábola era y = x?-4x-5> a=1 yb=-4 x= =2 


2a 21 
El eje de simetría será la recta x = 2. Para el vértice, sustituimos en la función: 
y =2%-42-5=-9 => vértice (2,-9) 


Ejercicio. Halla el vértice de todas las parábolas del ejercicio anterior de esta forma. 


34.5. Aplicación. Movimiento uniformemente acelerado. 


El movimiento uniformemente acelerado es un movimiento en el que la velocidad varía de 
modo constante con el tiempo. Es decir, si decimos que la aceleración es de 0.5 m/s”, estamos 
diciendo que cada segundo su velocidad aumenta 0,5 m/s. Por ejemplo, si partimos del reposo, 
la velocidad cuando pase 1 segundo es de 0.5m/s, a los 2 s la velocidad es de 1 m/s, a los 3s es 
de 1.5m/s, a los 10s es de 5 m/s..... 


Si construimos una tabla tiempo-velocidad y la gráfica que corresponde v-t, obtenemos: 


Tiempo (sg) 0|1 2/3 10 4 
Velocidad (m/s) O |05 11155 | / 


Se observa que responde a una función de proporcio- | | / 
nalidad, cuya pendiente "m", es la "aceleración". [ LA 
Av vv Pl 
Por tanto, m=a= "Y. = =— Lal Ya 2 
At, 


tot; | UY 
Por ejemplo, para los puntos (1:15) y (2,1) > a || Ed 


= az 2=1 Lo] y 
0/9 10.5 


La relación de la distancia recorrida con el tiempo es cuadrática y es de la forma: 
e = 3 at + v,t + eo, donde vo es la velocidad inicial a partir de la cual comienza la medida y eo es 
la posición con respecto al origen escogido en el momento de comenzar la medición. 


En nuestro caso, observando la gráfica, parte del reposo (vo = O m/s) y el punto de medición 
coincide con la posición inicial (e. = O m). 
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La expresión sería e=0+0+t+3:05+=3%-05+4>e= Pt => parábola convexa de vér- 
tice (0,0). 


Comot>0 


> 


Un movimiento acelerado típico es el de caída de un cuerpo, con una aceleración llamada ace- 


08" 


leración de la gravedad “g” de valor 9,8 m/s”. 


Ejercicio. Dejamos caer una piedra desde una altura de 10 m. Aproximando el valor de g como 
10 m/s*, haz una tabla que relacione la velocidad con el tiempo y otra que relacione la altura re - 
corrida (espacio) con el tiempo. Representa ambas funciones en un intervalo de tiempo adecua - 
do. Calcula la altura recorrida y la velocidad a los 0.1s, 0.3s y 1 sg. Interpreta los resultados. 
¿Cuánto tarda en llegar al suelo? ¿A qué velocidad impacta con el suelo? Piensa la respuesta sin 
hacer cálculos y después compruébalos con ellos. 


Ejercicio. Volvamos oootra vez a nuestro tonel y a echar agua. Como ya tenemos un 
agujero, destapamos y dejamos que salga el líquido por la parte inferior. ¿Te acuer- 
das? 

Se toman medidas de las siguientes alturas (cm), en distintos tiempos en segundos, 
obteniendo la tabla siguiente: 


t O (10/22 [36 49 [61 77 (92 107 [123 [139 1157 1174 196 217 238 |266|292|325 364 
h(cm) 20 19 18 17 116 [15 14 13 [12 11 10 9 8 7 6 15 4 13 2 1 


Representa, con ayuda de CALC, la nube de puntos. En principio, puedes observar que podría 
ser, por la pinta, una función racional o una función parabólica. 


Modeliza con una función racional y con una función parabólica y escoge la que mejor se 
ajuste. A partir de esta ecuación, que nos da la altura en función del tiempo, podríamos calcular 
la velocidad de salida. 


Entonces, con ayuda de CALC, añade una columna al lado de la h que calcule la velocidad de 
salida del agua, a partir de la expresión que la relaciona, v=/2gh ,como ya habíamos visto. 
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Problema. La densidad del agua varía con la temperatura. Para hallar una expresión que nos 
permita calcularla, se toman medidas de dicha densidad entre los OPC y los 30%C. Los valores 
que se obtienen son: 


T(%C) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 


D (Kg/m*) 999,82 [999,89 [999,94 [999,98 |1000 99999 199998 (999,96 |999,91 999,85 | 999,77 999,68 999,58 999,46 (999,33 


15 16 |17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 |29 30 
999,19 [999,03 [998,86 [998,68 998,49 998,29 [998,08 [997,86 [997,62 997,38 [997,13 996,86 [996,59 [996,31 [996,02 [995,71 


Calcula la media y la desviación típica de cada una de las variables. Con ayuda de CALC, repre - 
senta la nube de puntos. Decide que tipo de función modeliza la variación de la densidad del 
agua con la temperatura. Representa y halla la función con CALC. 


Aplicación. De todos los rectángulos de perímetro 120 cm, ¿cuál es el que tiene mayor superfi- 
cie? Es decir, ¿cuál es el de área máxima? 


Si somos observadores, vemos que podemos tener rectángulos con el mismo perímetro, pero 
con dimensiones distintas, que hace que su área (base - altura) sea distinta de unos a otros. 


Por ejemplo: 


bo] e dl sn E . ll 


S0 cm 


A = 50:10 = 500 cm2 
30 cm 


A = 30:30 = 900 cm2 20 cm 
A = 20:40 = 800 cm2 


En principio, parece que el caso particular del cuadrado es el que tiene mayor área. Vamos a 
comprobarlo con un rectángulo de dimensiones “x cm" y "(60 - x) cm" (recuerda que si el perí- 
metro es 120 cm, entonces 2x + 2y = 120 = x + y = 60). 


(60-x) cm A = x-(60-x) 
x cm 
A=x(60-x)= - x + 60x > Función cuadrática cóncava. 


Si representamos el Area en función de la base x a la 
derecha observamos que el vértice es un máximo (como ca- 
bía esperar para un valor del coeficiente de x? negativo). 


El vértice ( e ) se encuentra en el punto 


(30, 900). Es decir, para un valor de base 30 cm y altura 
(60 - 30) = 30 cm, obtenemos el mayor valor del área, 900-. 


cm?. Así, el cuadrado es el que tiene mayor área. 
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Como ves, podemos encontrar figuras que, con el mismo perímetro, tienen superficies distin- 
tas. Esto puede ser importante cuando se quieren diseñar figuras para distintas utilidades. 


Por lo mismo, también se encuentran cuerpos con distintos valores de superficie para un mis - 
mo volumen. Una de las causas (entre otras) por las que una gota de agua adquiere forma esfé- 
rica es porque la esfera es el cuerpo que encierra un determinado volumen con la menor super- 
ficie. ¿te has preguntado alguna vez por qué adoptamos la forma fetal cuando tenemos frío? 


Ejercicio. Pedro crea una empresa y solo piensa en los beneficios que de ella puede obtener, no 
invirtiendo nada en innovar, adaptarse al mercado, .... La función que modeliza los beneficios de 
dicha empresa en función del tiempo es B(t) = - (t - 3) + 100, donde "+" está expresado en 
años y el beneficio "B" en miles de euros. 


Calcula el instante a partir del cual se obtienen beneficios, el momento en que obtiene el be - 
neficio máximo y el valor de este, y el instante en que comienza a tener pérdidas. 


Y cómo ahora vamos a resolver sistemas de ecuaciones, resuelve el siguiente problema 
mediante sistemas de ecuaciones por el método que prefieras. 


Problema. El zinc reacciona con el ácido clorhídrico para dar cloruro de zinc e hidrógeno me- 
diante la siguiente reacción no ajustada. 


Zn + HCl => ZnCl> + H2 


- Cómo supongo que sabes ajustar directamente, ajusta dicha reacción. 


Ten en cuenta la ley de conservación de la masa, (a ambos lados de la reacción, tiene que ha- 
ber los mismos H, los mismos Zn y los mismos Cl) 


- Si el HCl es al 75% de riqueza y necesitas 20 gr de HCl puro para que reaccione todo el 
zinc, ¿Cuánto ácido necesitas y cuánto cloruro de Zinc obtienes? (¿Recuerdas?) 


Ejercicio. Calcula mentalmente el 50% de 25 y el 25% de 50. Demuestra de forma geométrica, 
esbozando con círculos de áreas aproximadas a 50 y a 25 u? dichos resultados. 


35. Recta y parábolas. Sistemas no lineales. 

Hasta ahora, hemos visto dos funciones, la recta (y = mx + n) y la parábola (y = ax*+bx+c ó 
a(x - p+ 9) 

Por ejemplo, consideremos la recta y = x+ 1 y la parábola y = x?* - 1. Ya sabemos analizar y 
representar ambas funciones. Si la representamos en una misma gráfica, aparece la represen- 


tación de abajo. En este caso, tenemos una nueva situación: se cortan en dos puntos> (-1,0) y 
(2,3) (figura en la siguiente página). 
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Pero, ¿cómo hacemos para hallarlos de forma analítica? 


Al igual que antes, cuando teníamos dos rectas, el punto 
de corte es un punto común a ambas rectas. Estos puntos 
son comunes a ambas funciones, y cumplen las dos ecua- 
ciones. Esto significa que es solución del sistema de ecua- 
ciones. 


En este caso, una de las ecuaciones es no lineal (tiene 
grado mayor que 1) ¿Cómo se resuelve? Pues igual que un 
sistema lineal, aplicando uno de los 3 métodos analíticos 
(sustitución, igualación o reducción). Se aplicará el más 


conveniente. 


Coloquemos las ecuaciones una debajo de la otra y deci- 


dimos. 


Ya que tenemos la incógnita "y" igual en las dos, podemos restar la de abajo me - 


nos la de arriba y se nos irá (también por igualación). 
y= -x (+1) 
y=x?  -1 


O=x*-x-2 => nos queda una ecuación de 2? grado. Resolvemos y se obtiene x,=2 y 
X2 = -1. Por tanto, x*- x- 2 = (x- 2)(x +1) 


a ¿$1 


Para hallar "y", sustituimos cada solución en una de las ecuaciones. Por ejemplo, en la 19. 
Parax=2 => y= 2+1=3 = (2,33) 
Parax2=-1 > y=-1+1=0 => (-10) > comprobando, obtenemos el mismo resultado 


que representando las funciones, como era lógico. 


Ejercicio. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones no lineales primero de forma gráfica 
y, después, de forma analítica por el método que creas más conveniente. Comprueba los puntos 
donde se cortan ambas funciones. 


2x-y=4 h y=x"-4 
. 2 : 2 
xXx =y+2x =2x=y-8 
Ejemplo. Y si nuestro sistema fuera A hee 
x+y= 


Vamos a representarlo. La primera ecuación es, claramente, una recta y = x + 1. Pero, ¿y la 
segunda, qué es? Incluso cabría preguntarse ¿es una función? 
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Despejemos y para ver mejor qué es. y==11-x? . Por un lado, dado un valor de x, tendría- 
mos dos valores de y, simétricos respecto del eje OX (NO FUNCIÓN). Por otro lado, los valo - 
res que puede tomar "x" son aquellos en los que x? sea menor o igual que 1, para que el radicando 
sea mayor o igual que O. (más tarde aprenderemos a resolver este tipo de inecuaciones). Por 
ello, los valores que toma la “x" están entre -1 y 1. x€ [-1, 1] 


Por ejemplo, six=0,5 => y=0.866 e y=-0,866. Si hacemos una tabla y unimos los 
puntos, se obtiene una circunferencia de radio 1. Lo representamos con geogebra y se obtiene 
que la recta corta a la circunferencia en los puntos (-1,0) y (0,1). 


T r r - r 1 


0 1 | ¿Cómo lo resolvemos de forma analítica? Como 
jya sabemos, resolviendo el sistema 


x—y+1=0 
x+y=1 
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Por reducción sería complicado, ya que tenemos 
las incógnitas con distinto grado. Por tanto, aplica- 
"7 “lmos sustitución. 

Despejamos en la más sencilla. 


x-y+1=0 => x=y-1 


x?+ y? =1 > (y-1)+y=1 
y"-2y+1+y*=1 
1 , 2y-2y=0 


La forma más sencilla de resolver esta ecuación de 2? grado es sacando factor común. 
2y(y-1)=0 => y:=0 e yo = 1 
Siy=0> x=0-1=-1 > (10) 


Siy,=1 >= x=1-1=-0 = (01) y ya tenemos los puntos de corte. 


35.1. ¿Qué es una función? 


Podríamos decir que f: A > B es una función si f es una ley o regla en la que a cada elemento 
del conjunto A le asigna o le corresponde un solo elemento del conjunto B, Es decir, que si x € 
A, le corresponde un solo elemento que llamamos f(x) € B, siendo el punto (x, f(Xx)). 


La ecuación de una circunferencia de centro (0,0) es de la forma x* + y? = R? (R radio). 


La ecuación de la circunferencia anterior que hemos pintado sería  x*+y?=1% (R= 1u). 
Cómo puedes observar, no es una función, ya que a un elemento “x" le asigna dos valores "f(x)". 
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- Pues ya que estamos, la ecuación de una elipse de centro 
2 2 
XxX y a un ..o. 
(0,0) es de la forma pel ¿con "a" semieje mayor, y 


"b" semieje menor. 


Ejercicio. Si en una elipse a = b, ¿qué figura obtendríamos? 


2 2 
Por ejemplo, la elipse de ecuación ral : 


con semieje mayor a=3u y semieje menor b = 
2 u, tiene como representación la figura de la de- 
recha. Al igual que la circunferencia, no es una 


función. 


Ejercicio. Halla los puntos de corte con los ejes y 
comprueba con la gráfica. 


Ejercicio. Resuelve los siguientes sistemas no lineales de forma gráfica, ayudándote, si lo ne- 
cesitas, con Geogebra (sería muy interesante que dibujaras las funciones de forma aproximada 
con lápiz y papel, es decir, realizando un boceto sin ayuda de Geogebra). 


Después, resuelve de forma analítica y comprueba el resultado con el obtenido en la gráfica. 


XxX _ A 
y=2x A 
y=x+2 x+y =4 


Nota: algunas no son funciones. Sin embargo, es interesante observar la figura que se obtiene, 
y cómo y porqué se obtienen un número determinado de puntos de corte entre ellas. Además, ya 
te vas quedando con las expresiones algebraicas correspondientes. (circunferencia y elipse) 


Ejemplo: Ampliación. ¿Qué figura representa la ecuación 9x* + 4y? = 16? 
Mirando por encima, es algo parecido a una circunferencia, peeero no es una circunferencia. 


Entonces, ¿será una elipse?. Despejando el valor de y tenemos 


| 16-9x? 
=+ | a 


=> Volvemos a obtener dos valores de y para un valor de x 
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Vamos a representarla en geogebra. 


Pues parece que si. Por tanto, su ecuación debe de 
2 2 
ser del tipo el . Realicemos algunas transfor- 
a 


maciones. 


9x* + 4y* = 16 dividimos en los dos miembros por 16 


Por otro lado, un número "a" se puede poner de la 
1 ., . 
forma as, + Por tanto, La expresión anterior se 
a 
puede poner: 


Xx a Ñe Xx 
2 


o 
o WAOA] A) 


¡Anda!, la ecuación de una elipse de semieje “a” igual a 


4/3 u y semieje "b" igual a 2 u. 


Si observas las medidas de los semiejes verás que coinciden con los valores obtenidos de a 
=4/3=1 Y=1,3333.u y b=2u. 


Problema. En la figura de la derecha, se conoce que el área del ól 
rectángulo mayor se de 25 m?. 


y 
N 


Se sabe, también, que la razón de las áreas de color rojo con ' 


respecto a las áreas de color azul es de 13/12. Calcula el valor de 


A] 7] Xx 


x" e "y". Después, comprueba que (x + y) = x? + y + 2-x"y | 


Ejercicio de aplicación: Trayectoria de planetas 


Los planetas, en su movimiento, siguen trayectorias elípticas. Centrémonos en la Tierra. 
Busca el valor de su semieje mayor y semieje menor. Busca qué es la excentricidad de una elip- 
se y en particular, la de la Tierra. 


36. Cálculo mental. Realiza las siguientes operaciones mentalmente 


34 + 57; 456 +782; 753 - 396; 247 - 699; 45 -7; 98 : 3; 467 : 6; 849 - 8 
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36. Volvamos a la trigonometría. Vamos a ver si te acuerdas 


Ejercicio. Halla las razones trigonométricas del ángulo 30%, a partir de un triángulo equilátero 
de lado "a". Nota: la suma de los ángulos interiores en un triángulo es 180*. 


Ejercicio. Sabiendo que el seno de un ángulo a es lA , halla el coseno y la tangente de dicho 


ángulo. 


Problema. Una persona de 170 cm observa, en un determinado punto de un río de 11:13 m de 
anchura, el reflejo del extremo superior de un árbol. Sabiendo que el ángulo que forma el refle- 
jo de dicho árbol con la superficie del agua es de 30%, calcula la altura del árbol. 


Datos: Las razones trigonométricas del ángulo 30% ya las calculaste. Además, las has calculado 
en el ejercicio de más arriba. 


Problema. Aristarco se dio cuenta que, cuando la Luna se encuentra en cuarto creciente o cuar- 
to menguante (media Luna), el Sol, la Tierra y la Luna se encuentran formando un triángulo rec - 
tángulo 


Aristarco midió el ángulo a con un valor 
de 87”. Sabiendo que la distancia entre la 
Tierra y la Luna es de 3,85:10* m, calcula la 
distancia a la Tierra. 


Hoy se sabe que el ángulo 90 - a es de 
1/6 de grado. Calcula la distancia Tierra-Sol 


Es una recta creciente en la que ya sabemos calcular 
¡su pendiente. Cojamos dos puntos cualesquiera. Por 
¡ejemplo, (-1,2) y (1,6). Entonces 

0 6-2 


ea 


Como la ordenada en el origen es 4, la ecuación de la 
recta será y = 2x +4, 


Fijémonos en el triángulo formado por estos dos pun- 


sou 


tos anteriores. La pendiente * "es el cociente entre el 


avance en vertical y el avance en horizontal. 


4 A o l Esdecir, m= > = tan(a) 


349 


Por tanto, la pendiente de la recta coincide con el valor de la tangente del ángulo que forma 
la recta con una horizontal. 


Si la recta fuera decreciente, el ángulo sería mayor de 90%. Sin embargo, cuando hallamos la 
pendiente obtenemos valores equivalentes a rectas crecientes, con la única diferencia del signo 
menos que aparece. Quiere decir, que cuando los ángulos son mayores de 90, salvando el signo, 
las razones trigonométricas van a tener el mismo valor “absoluto” que un determinado ángulo 
menor de 90%. Ahora vamos a ver todo esto mejor. 


36.1. Valor de la tangente 


Volvamos a nuestra recta y = 2x + 4 de la figura de más abajo (recta negra). Ya hemos calcu- 
lado el valor de su pendiente (m = 2) y coincide con la de la tangente del ángulo que forma dicha 
recta con la horizontal. 


Traslademos esta recta hasta que pase por (0,0). Su pendiente será 2, ya que es una recta 
paralela a la anterior (dos rectas paralelas tienen la misma pendiente) y su ecuación será 
y = 2x (recta azul). Tracemos una circunferencia de radio lu y de centro (0,0). 


Fíjate que los triángulos AOB y POQ. 
Son semejantes, tiene sus tres ángulos 
iguales y sus lados proporcionales. Por 
tanto, m = 2 = 2/1 = PQ/PO (PO = 
radio = 1) = y/x = tan a. 


11 


Por tanto, decimos que /a tangente de 


un ángulo a es el valor del segmento PQ 
en el triángulo POQ, con OP = 1 u. 


Nota: Conforme el ángulo va creciendo y 
acercándose a 90%, el segmento PQ va au- 
mentando (la pendiente de la recta 

y = mx va aumentando). Cuando el ángulo HI 


a = 90%, la recta coincidirá con el eje OY y -, 4 ; y 72 


el segmento PQ será paralelo a este eje 
OY - no se cortan - y no tendrá fin (valor infinito) > tan 90% = o 


Si observamos ahora los ejes coordenados en la imagen anterior, éstos dividen al plano en 
cuatro cuadrantes de 90% cada uno. Se nombran como I, IT, III y IV cuadrante, en sentido 
contrario a las agujas del reloj. En este mismo sentido se miden los ángulos en sentido positivo. 
En sentido negativo irán en el sentido de las agujas de un reloj. 
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El I cuadrante tiene semiejes OX y OY positivos. El II, semieje OX negativo y OY positivo. 
El ITT, semiejes OX y OY negativos. Y el IV, semiejes OX positivo y OY negativo. 


Ejemplo: Halla la ecuación de una recta paralela a y = x - 3 que 
pase por el punto A(-1, -2). 


Como la recta que queremos hallar es paralela a y = x - 3, su. 
ecuación será y = x + b. Como pasa por (-1, -2), este punto debe 


cumplir la ecuación de dicha recta. Es decir, 


-2=-1+b=>b=-1>Laecuación será y=xXx-1 A 


Ejercicio: Halla la ecuación de una recta paralela a la recta que pasa por los puntos (2,1) y 
(-3,4), que pase por (-5,5) 


Vamos a darle un sentido geométrico a la tangente. 


Imaginemos otra vez nuestra recta y = 2x. Volvemos a di-  ;y 
bujar una circunferencia de radio 1, centrada en (0,0). A, 
esta circunferencia se le llama circunferencia goniomé - 
trica. 


Ya hemos definido la tangente como el cociente del seno 
el coseno, que nos lleva al cociente del cateto opuesto en- — 
tre el cateto contigúo. mn 


tan(a.) = y/x= 2 => Por semejanza tan(o.) = PQ/OP = 2/1 = PQ = 2. 


Nuestra circunferencia es de radio 1, entonces, el seno coincide con el valor de "x" (OA), el 
coseno con el de "y" (AB), y la tangente coincide con el valor de la longitud del segmento PQ. 

Si bien, ya teníamos una idea geométrica de que era el seno y el coseno, esto le da un sentido 
geométrico a la tangente. 


36.2. Relación entre las razones trigonométricas de ángulos del II cuadrante con ángulos 
menores de 90%. 


Tracemos ahora una recta que sea simétrica a y = 2x respecto al eje OY. Es una recta decre - 
ciente cuya pendiente, como es lógico y puedes comprobar, es -2. Por tanto, su ecuación será 
y= -2x. 


Tenemos ahora dos rectas, una con pendiente 2 y la otra con pendiente -2. 


34; 


Fijémonos en la semirrecta que se encuentra en el cuadrante T (azul) y la semirrecta del cua- 
drante IT con origen en el (0,0) (amarilla). 


Dl | A 
m(azul) = o = tan(a); 2 
míamarilla) = 2 %=-2 = tan(p) 

AA X 


El ángulo a. es un ángulo agudo, del I cuadrante, 
con semiejes OX y OY positivos y con valores de 


seno y coseno del mismo signo , ya que la tangente * 

es positiva. Si nos fijamos en el triángulo POQ,, y lla- 

mamos OQ = d, entonces ] 
sen(a) = 2/0Q>0 y cos(a) = 1/0Q > 0 

(ambos semiejes positivos) In 


“24 Por otro lado, el ángulo fp pertenece al II cuadrante, 
1 con semiejes OX negativo y OY positivo, y los valores 
de seno y coseno deben tener signos contrarios, ya que 
dá tan(p) = -2. Por otro lado a + fp = 180%. Entonces 

] OP' = - OP 
> ul -2=tan(p)=P'Q/OP' = PQ/-OP = - tan(a) = - (2) 
y como 180 - b = la] > pb = 180 - la] > 

tan(b) = tg(180 - a.) = - tan(a) 


Nota: Si_a+p = 180%, se llaman "ángulos suplementa- 


rios” 
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Por otro lado, 
sen(p) = P'Q'/d = sen(180 - a)= PQ/d= sen(a)= 2/d (semieje OY positivo) 
cos(p) = OP'/d = cos(180 - a.) = - OP/d = - cos(a) = -1/d = - (1/d) (semieje OX negativo) 
iS 
Ejemplo. Si las razones trigonométricas de 30% son: sen(30) = 3 y cos(30) = > , calcula las 


razones trigonométricas del ángulo 150*. 


Como 150 y 30 suman 180", es decir, son ángulos suplementarios, entonces 
150 = 180% - 30% => p=150 y a=30 

0 y 
sen(150) = sen(180 - 30) = sen(30) = 5 cos(150) = cos(180 - 30) = -cos(30) = e 
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tan(150) = sen(150)/cos(150) = + Y = tan(150) = tan(180-30) = -tan(30) 
=N V 
» 
que sería la pendiente de la recta y = mx (en el dibujo anterior y = -2x) 


36.3. Vayámonos al IIT. 


En el TIT cuadrante, la semirrecta que en- 
contramos pertenece a la recta y = 2x, que es 
la misma que la que pertenece la del I cua- II 
drante. Por tanto, la tangente (tan p = 2) es; 
la misma y el valor del seno y coseno tienen 
que tener el mismo signo. 


Lo lógico, sería pensar que si en el primer 
cuadrante, el seno y el coseno son positivos 
(semiejes OX y OY positivos), en este III 
cuadrante, que se caracteriza por tener los” 
dos semiejes OX y OY negativos, el seno y el 
coseno sean negativos. Por otro lado, vemos  [[] 
que p = 180% + a 2 


1Qr" | 


Por otro lado, observando la figura, también podemos ver que: 
2 = tan(p) = P'Q"/OP' = -PQ/-OP = tan(a) = 2 
y como 180 + la| =p>  tan(p)= tg(180 + a) = tan(o.) 


36.4. Y ahora al IV cuadrante 


Por lo mismo, en el IV cuadrante encontramos “7727271 
la semirrecta perteneciente a la recta y = -2x, l 
que es la misma a la que pertenece la semirrecta  ]] 
del II cuadrante, con tangente negativa. 


Lo lógico sería pensar que, al tener semieje 


OX positivo y OY negativo, el seno sea menor 
que O y el coseno mayor que O. Esto nos llevará a de 
una determinada relación entre las razones de 
estos ángulos y los del primer cuadrante. 
-2 = tan(p) = tan(-a) = PQ”/OP = -PQ/OP = 
- tan(a) = - (2) 
y como fp = -a => tan(-a) = - tan al 


Vamos a verlo con ejemplos 


Ejemplo. Calcula las razones trigonométricas del ángulo f = 210*. 


Nos fijamos en la semirecta azul del III cuadrante 
HI 


Cómo 210 =180+30 > p=210% y  a=30% a 
m = tan (210) = tan (180+30) = P"Q"/OP" = -PQ/-OP = PQ/OP = 
tan 30 = (misma recta azul) = / Ñ 
sen(210) = sen (180+30) = P"Q"/d = -PQ/d = - sen 30 = - 4 


cos(210) = cos (180+30) = OP"/d = - OP/d = - cos 30= A 


IV 


Ejemplo. Calcula las razones trigonométricas del ángulo fp = 330% 


El ángulo hp pertenece al IV cuadrante. Por tanto, fijémonos en la semirecta amarilla del IV 


cuadrante. 


p = 330% = 360-30  a= 30% 
ó medido en sentido negativo (mismo sentido que agujas del n 
reloj) p = 330% = - 30% > a = 30% 


m = tan (330) = tan (-30) = PQ"/PO = -PQ/PO = -tan 30 = 
—1 


13 
sen(330) = sen(-30) = PQ"'/d = -PQ/d = - sen 30 = - 5 
cos(330) = sen(-30) = PO/d = PO/d = cos 30= ”* E rm 


Ejercicio. Sabiendo que el sen 30 = 3 , calcula las razones trigonométricas del angulo 60*. Cal- 
cula también las razones trigonométricas de los ángulos 120%, 240%, 300% y 480". 


Ejercicio. Calcula el signo y la relación de las razones trigonométricas de ángulos del TIT y IV 
cuadrante con los del I cuadrante de forma general. Para ello, ayudate de las figuras siguien- 


tes: 


Ejercicio. Como ya conoces las razones trigonométricas de los ángulos 30%, 45% y 60%, calcula 


la de los siguientes ángulos: 
225%: -60%; 135%; 405? ; 2409; 780* 


Ejercicio. Si se sabe que tg a = 3 con a perteneciente al I cuadrante, calcula tan (180 - a), tan 
(360 - a), tan (180 + a), tan (360 + a), sin calcular a 


Ejemplo. Se sabe que la tan x = 5, con x perteneciente al TIT cuadrante. Calcula las razones 
trigonométricas del ángulo x, 


a. sin calcular x 


b. calculando x, con ayuda de una calculadora. 


Apartado a. 


- Forma 1. tanx=3=> senx/cosx= 3 => senx= 3- Ccosx 


Por otro lado senóx+cosx=1 => sustituyendo 
cosx /|* COS” Xx 5 cos” x 4 4 2 
pe +cos"x=1 > Y, +cos"x=1 > ya > cos! x= cos a Ys sl 
2 4 4 5 1/5 /5 
Como x pertenece al IIT cuadrante, el cos x< 0, con lo que cosx= — e 
V 
st 2 1 

Entonces senx=3:cosx= — Last 
2:15 e) 


1 
- Forma 2. Como tanÍx + 1 = sec? x = EA , 
OS X 


+ (ls 0 > 5/4 = e => cos”x= Yscos == Ya e 
COS” Xx Cos” X 5 5 


z 
Como x pertenece al TIT cuadrante, el cos x< O, con lo que cos x= — le y ya como antes. 


Apartado b. 


Cojamos la calculadora y ¿qué resultado nos da para x?  x=26,6" 


La calculadora, en función del signo de nuestra razón trigonométrica, nos dará un valor del 
ángulo perteneciente a un determinado cuadrante que, podrá o no podrá coincidir con el cua- 
drante al que pertenece nuestro ángulo por hipótesis. Luego, habrá que hallar el ángulo que co- 
rresponde a nuestro cuadrante en función del que nos da la calculadora. 


En nuestro caso, x = 26,6%. Como nuestro ángulo pertenece al TIT cuadrante, entonces 
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Por tanto, x = 180 + 26,6 = 206,6 > cosx= — E y Senx= —= e 
V v 


Ejercicio. Sabiendo que sen x = 3, calcula las razones trigonométricas del ángulo x, con x per- 
teneciente al TT cuadrante, sin calcular y calculando el ángulo x. 


et : =41 2 nm , 
Ejercicio. Sabiendo que sen x = y , calcula las razones trigonométricas del ángulo x, con 


x perteneciente al IV cuadrante, sin calcular y calculando el ángulo x. 


36.5. Pero aún hay más. Cojamos el ángulo de 0% y 90% 

Si volvemos a la gráfica de la tangente, observamos que es el valor del segmento PQ, donde la 
recta vertical x = 1 corta a la prolongación del radio trazado por el ángulo dado a. En nuestro 
caso, larecta y =2x = tan(a) = 2 


Cojamos el ángulo 0”. El valor del segmento PQ -—, A 


es O. Luego la tan(0%) = O > sen0”/cos0” =0 =>" 

sen(0%) = PQ = 0. Y el cos(0%) = OP = 1 (ya que y II 1 

= OP =1) 1 
Por otro lado, observemos el ángulo de 90". El 

valor de y = r = 1, Si prolongamos este radio, la _, le 

recta x = O no corta a la recta x = 1. Son parale- | 

las y tienen pendiente infinito. Por tanto, 

tan(90%) => oo, -1 14 
Entonces, sen90/cos90 > oo donde cos90 = O 

(OP = 0). HI IV 


¿Y este resultado de sen90/cos90 = 00?2* Cuan- 
do veamos la idea de límite, vamos a entenderlo. Espera un poco. 


* Nota: Por ahora, quedate como al dividir cualquier número, por ejemplo 1, entre 0.1, 0.01, 
0.001, ... el valor que vas obteniendo es cada vez mas grande, va creciendo (10, 100, 1000....). 
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Cuando el número por el que divides sea prácticamente O, el número obtenido será mayor que 
el "gogool". ¿Sabes cuál es el número gogool? Fíjate que la escritura de este número se parece 
mucho a "google". 


Ejercicio. Fíjate en la recta y = -2x, dibuja los ángulos 180% y 270* y halla las razones trigono - 
métricas de estos ángulos. 


Ejemplos. Sabiendo ya calcular razones trigonométricas de ángulos de la circunferencia y "más 
allá", ¿cuáles serían los ángulos solución cuyo seno es igual 5? 


El primer ángulo cuyo seno es 5 que se nos viene a la cabeza (o que nos da la calculadora) es 
30%. Sin embargo, sabemos que en el IT cuadrante el seno también es positivo. Si aplicamos lo 
aprendido anteriormente, 


3 = sen(p) > sen(30) = sen(180 - 30) = sen 150 = ese ángulo Pp es 150% (Pp € IT cuadrante) 
Soluciones: 30% y 1502 


37. Ejemplo. Ampliación. ¿Cuál serían las soluciones de la “ecuación” sen? a. - sen a = 0? 


A este tipo de ecuaciones se les llama ecuaciones trigonométricas. Esta ecuación se escribe 
de esta forma, pero en realidad es esta: (sena) - sena = O. Lo que ocurre es que las poten- 
cias de razones trigonométricas se escriben de esa forma [(sena)" = sen" a] 


¿Cómo podemos resolverlas? Vamos a tirar de lo que ya sabemos. Tiene pinta de ecuación de 
2? grado. Si x fuera igual a sena, entonces (sen a = x) 
senía - sena = O > (sena) - sena=0>x*-x=0 Estoyasi > x(x-1)=0>x=0yx=1 
Soluciones (tenemos que dar todas las posibles): 


x=0>sena=0 => a=0%,180%, 360%, 360 + 180 = 540%, .. > 0% +k:180% donde k € Z. 
x=1 => sena=1 > a= 90% 90 + 360 = 450% , 450 + 360,... > 90% + k:360% donde k € Z. 


Ejemplo. Resuelve la ecuación trigonométrica sen%x - cosóx = -2 
senóx - cosóx= -2 


Como senóx + cosóx = 1 => cosóx = 1-senóx sustituyendo 
senóx - (1-seníx)=-3 > 2senx=1-$=% —>—senx= 3% > senx=+%4 


Soluciones: 


senx=3 =>x=30% +k:360% , 180 - 30 =150" + k:360% (x pertenece al I o IT cuadrante) 
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sen x= -3=>x= 180+30% = 210% + k-360% ; 360-30% = 330% = -30% + k-360% (x pertenece al 
ITT o IV cuadrante) 


Ejercicio. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas. 
a. sen2x=0 b. senx-cosx=0 c. tanx+2:sen x= 0 (vamos a por esta) 


* Si te atascas, pide ayuda a tu profesor. Pero primero, ensucia papeles 


Nota: Existen una serie de relaciones trigonométricas como la del ángulo doble, ángulo mitad, 
suma de dos ángulos, transformaciones de sumas en productos, .. que hos permiten realizar 
transformaciones en ecuaciones trigonométricas que nos ayudan a resolverlas. Sin embargo, 
dejamos esta parte como ampliación y a lo que vuestro profesor/a considere. 


Ejercicio. Resuelve el triángulo rectángulo de hipotenusa 4-3u y un ángulo de 60". 
Problema. Se quiere hacer un corte en un cartón de 10 cm de ancho. 
Se comienza a cortar a una distancia 1 3 cm de la esquina izquierda y :o 


bajo un ángulo de 30%. Calcula x, y, z. 


Problema. Tenemos una caja cúbica de lado 3 dm. 


Calcula la diagonal “D" de la caja, el ángulo * que forma dicha diagonal 
con la cara base y el ángulo fp que forma con uno cualquiera de los lados. 


3 ám Calcula, también, el volumen de dicha caja 


Problema. Suponiendo a la Tierra esférica y sabiendo que el radio de 
esta es de 6271 km, calcula el radio "r" y la latitud de un paralelo que se 
encuentra a una distancia de 3:10% m de distancia del centro de la Tie- 


rra. Calcula, también, la superficie y el volumen de nuestra Tierra. 


Recordemos por un momento las inecuaciones de primer grado. 


Ejercicio. Resuelve la inecuación del apartado a y el sistema de inecuaciones con una incógnita 
del aparatado b. 


a. (x+2)-(2x—2)<(x-3)-5 b. 
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38. Aumentemos nuestro conocimiento. ¿Y si nos dicen que y<x + 2 ? ¿Qué ocurre en 


este caso? 


DA 


Fijémonos en la recta y = x+2. Supongamos que x = 2. Entonces el valor de "y" en la recta es y 
=2+2=4 


Por tanto, si queremos que y < 4, cual - 
quier valor "y" de la recta vertical x = 4, 
por debajo de la recta y = x+2, será váli- 


do (semirecta roja vertical x = 4) 


Por ejemplo, si x = O, > en la recta, y = 


O + 2 = 2. Si debe ser y < 2, entonces 
puede ser cualquier valor de "y" de la 
recta vertical x = O por debajo de la 


recta y = x+2 (semirecta roja x = 0) 


Y si tomamos todos los valores de x 
desde -e hasta eo, obtenemos todos los 


A] 


valores de "y", que corresponden a los 


valores del semiplano por debajo de la 
recta y = x+2 (en azul). 


Entonces, cualquier punto de esta zona cumple la desigualdad. Por ejemplo, el punto (-1, -2). 
Sabemos que y <x+2 => -2<-1+2 => 2<1 lo cual es cierto. Si observas la figura, dicho punto 
(-1, -2) se encuentra en la zona azul. 


Si cogemos un punto de la zona superior a la recta (zona de no solución), como por ejemplo el 
punto (15) > 5 (1+2>5<3 que como vemos no se cumple que y < x + 2. 

Por otro lado, los puntos de esta recta y = x + 2 no estarían, ya que "y" es estrictamente me- 
nor que x+2. Es decir, los puntos (x,y) del semiplano de debajo de la recta (en azul) es la solu - 
ción de esta inecuación. 


Ejercicio. Resuelve las siguientes inecuaciones de forma gráfica 
1 


a. y>2x+4 b. y<3x-2 Cc. Xx+y>1 


Ejercicio. ¿Cuáles serían las expresiones algebraicas de las inecuaciones que tienen por solu- 
ción las siguientes regiones del plano? (en la siguiente página) 
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Pero aún hay más. ¿Y si nos dicen que se tienen que cumplir las dos condiciones siguientes? 


y-x>0 y 


x+y<0 


39. Tenemos lo que se llama un sistema de inecuaciones lineales con dos incógnitas. 


Vamos a resolverlo representando cada una de las dos inecuaciones y combinando (intersec- 


ción) sus resultados. 


y==0 


x+y<0 


Combinando ambas regiones, obtenemos la 
zona común, su intersección (en marrón) 


Los puntos de la recta azul de la región solu- 
ción pertenecen a la solución y los de la recta 
amarilla (en trazo discontinuo) no pertenecen a 


la solución. 
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Ejercicio. Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones: 


4x+2 y<8 


[2x-1>-2(x- y) 


Ejemplo. Antonio tiene 10 cromos menos que su sobrino (que al menos tiene 1). Si los cromos 
que tienen entre los dos no superan los 50, ¿cuál es la cantidad máxima de cromos que puede 
tener Antonio? 


Veamos una primera forma de resolver este tipo de problemas. Lo más sencillo, hacer una ta- 
bla, y fijarse en lo que se va obteniendo. 


Antonio 1.2 3 4... 19 20 
Sobrino 11 12 13 14..... 29 30 
Suma 12 14 16 18 ..... 48 50 


Es un problema sencillo, ya que no era difícil pensar que 30 + 20 son 50 y que 20 = 30 - 10. 
Pero, sin embargo, nos da una pauta para calcular los valores máximos de cromos de los dos. 


“M n A 1 


Otra forma. Si"x" es la edad de Antonio e "y" la de su sobrino, entonces x= y - 10. 


Por otro lado, el número de cromos de Antonio es mayor o igual que 1, y el de su sobrino, por 
tanto, mayor o igual que 11. Es decir,x>1 e y>1l. 


Entonces, como x+y<50 => (y-10)+y<50=> 2y<50+10> l1<y<30 
x=y-10<30-10>= 1<x<20 


Y como 30 + 20 = 50, estos serían los valores máximos. 


Vamos aplicar lo que acabamos de aprender más arriba. Como ya hemos llamado antes 


x=zy-10 = y=x+10 => recta dE 
x+y<50 > y<50-x => región 
x>1(región) e  y>11 (región) 


x+y==50 
Los puntos comunes (intersección) a la 
recta y a las distintas regiones son los per- 


Región solución 


tenecientes a la parte de la recta que se en- 
cuentra en la región sombreada. Los valores 
máximos de los cromos de Antonio y su so- 
brino aparece en el punto (20,30). 
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Ejemplo. Una fábrica de galletas produce el doble de galletas de trigo que de avena cada día. 
La capacidad de producción diaria, entre los dos tipos, no supera las 100.000 galletas. El coste 
medio de una galleta de trigo es de 1 céntimo la de trigo y de 3 céntimos la de avena. Se sabe 
que el presupuesto diario que se tiene para galletas es de 2000 €. Halla el recinto de valores 
de galletas de trigo y avena que podríamos tener cada día. 


Si llamamos *T" a las galletas de trigo e "A" a las de avena, nuestras inecuaciones son: 


y <H100000 


T+ A < 100000 
0,01T + 0,03A < 2000 
T>20 y A>0 


000 (0, 66748) 


(50000, 50000) 


Si las representamos con ayuda de 


CALC, la región solución es la figura nea 


de la derecha: SOLUCIÓN 


(100000,-0) 


Cualquier valor de la región solución cumple las inecuaciones. El valor máximo, cuya suma es 
100.000 (galletas) se encontrará en la intersección de las dos rectas: 


T+A=100000 y 0,01T + 0,03A = 2000, que resulta ser (50000, 50000). Es decir, 50.000 y 
50.000 galletas de trigo y avena, respectivamente. 


Problema. Un primo tiene 20 años más que su sobrino. Si las edades de los dos suman menos de 
85 años. ¿Cuál es la máxima edad que podría tener del sobrino?. Resuelve de las distintas for- 
mas que has visto. 


Problema. Una fábrica de coches construye dos tipos de coches del mismo modelo, uno berlina 
y otro familiar. El presupuesto total para la fabricación de ambos es de 1.000.000 €. El berlina 
tiene un coste de fábrica de 10.000 € y el familiar de 15.000 €. Como son ediciones limitasa, no 
superarán entre los dos las 80 unidades. Halla la regíon de fabricación y el número máximo de 
cada uno de ellos para rentabilizar su fabricación. 


40. Volvamos a nuestra función de 2? grado. 


Esta la podemos escribir de forma general como y =axó+bx+c ó  y=a(x-p)+q. 


Correspondería a una parábola de vértice (p,q). Esta estaría trasladada con respecto a la pa- 
raábola y = ax? de la siguiente forma: 
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p unidades hacia la derecha (p > 0) o hacia la izquierda (p < 0), y q unidades hacia arriba (q > 0) 
o hacia abajo (q < O) con respecto a la parábola y = ax?. 

Los puntos de corte serían las soluciones o solución de la ecuación ax*+bx+c=0 ó 
a(x - pY + q = 0. Si llamamos x, y x2 a las soluciones, atendiendo a lo que hemos visto, podemos 
factorizar nuestro polinomio como  a:(x - X1):(Xx - X2). 


Este es un resultado muy interesante e importante, ya que lo vamos a aplicar a polinomios de 
grado n, con n> 2. A x, y X2 se les llama raíces del polinomio. Vamos a desarrollar este resulta- 
do. 


Pero antes, vamos a ver una propiedad que cumplen las soluciones de una ecuación de 2? gra- 
do, que nos va a permitir hallar la solución de dichas ecuaciones de 2? grado, con soluciones en- 
teras de forma rápida y fácil. 


40.1. Propiedad. Suma y producto de las soluciones de una ecuación de 2% grado 


Las soluciones de una ecuación de 2? grado son: 


—b+ib?—4 -b/b?-4 oli 
X1= A e Y X2= 20 e Vamos a sumarlas y multiplicarlas 


a. Suma: (que ya lo hemos hecho al calcular el valor de la coordenada x del vértice x,) 


7 —b+ibó-4ac ,—b=1b-4ac _ —b=b+ib"-4ac—=1 bó-4ac y AR 
X¡ + X2= + = = == — 
2a 2a 2a 2a a 
Sia=1> x;+X2=-b Si te acuerdas del vértice, este está en la mitad de x, y x, y podemos 
deducir de aquí también la suma de estos. x,, = -b/2a = (x, + x,)/2. Luego 
(x, + x,) = -2b/2a = -b/a. 
b. Producto. 
ETT EAS TS 
E (—b+1ib%-4ac) (-b-1b"-4ac) _  (-bYP-(1b*-4ac) _b?-(b'-4ac) _ 4ac_c 
E 2a 2a 4 a 4a' da? 4 
numerador > (p+q) + (p-q) =p?-qÍ conp=-b y q= 1vb=4ac 


Sia=1>xXx¡Xx2=cC 


Ejemplo. Halla las soluciones de la ecuación x* + 3x - 4=0 


La o las soluciones serían la o las coordenadas *x" de los puntos de corte con el eje OX- de la 
función y = x* + 3x - 4. Vamos a buscar soluciones enteras partir de las propiedades de suma y 
producto de dichas soluciones. 


Como a = 1 yc =- 4, buscamos 2 números cuyo producto sea -4. Estos son: 
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Xi=1y x2=-4, x=-l1yx2=4 y x= 2 y X2= -2 (o al revés que, a efectos, es igual) . 


Como b = +3, la suma de nuestras dos soluciones 
debe ser -3. En nuestro caso 1 + (- 4) = -3. 


Por tanto, las soluciones son Xx, = 1 y x>2 = -4, que 
son los puntos de corte de la parábola con el eje OX, 


como puedes observar en la representación de dicha: 
parábola a la derecha. 


Entonces, x? + 3x - 4 = (x - 1)(x + 4) 


Ejercicio. Calcula las soluciones de las siguientes ecuaciones de forma rápida, mediante la pro- 
piedad de la suma y producto de sus soluciones. 


a. x+x-2=0 b.xó+Bx+6=0 c.x*-3x-4=0 d. x*-6x+9=0 


Ejercicio ampliación. ¿Cómo lo resolverías si "a" fuese distinto de 1?. Aplica a las ecuaciones 
a. 2x"-6x-8=0 b. 2x*-12x+16=0 


Y ahora resolvamos ecuaciones de grado 2 más complicadas, que las transformaremos en una 
ecuación equivalente, aplicando propiedades que ya conocemos y resolviéndolas de la forma más 
adecuada. 


Ejercicio. Resuelve las ecuaciones siguientes de la forma que creas más conveniente, con y/o 
sin identidades notables, fracciones, etc. 


a. 2(x-2Y-=8 b. (x- 1)? - (x+1)=x e. E 4 3=(x=1)-(x+1) 


41, Factorización 
Y ahora sí, generalicemos el resultado de factorización de un polinomio de 2? grado. 


Sea la función y = x?- 4x-5.Comoa=1,c=-5=5(-1) y b=-4>-b=4=5+(-1); enton- 
ces X1=-1 y x2= 5 son las soluciones de la ecuación x?-4x-5=0. 


Aplicando, como ya hemos visto anteriormente, que ax? + bx + c = a(x - x1)(x - X2) con X1 y 
X2 soluciones de la ecuación ax? + bx + c = 0, entonces 


y = xXx? - 4x-5=(x+1)(x - 5) 
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Entonces, x*-4x-5 es divisible por (x + 1) con cociente (x - 5). Y también, x*- 4x-5 
es divisible por (x - 5) con cociente (x +1). Y como ya hemos comprobado, el resto de estas divi- 
siones es O. A estos valores, x= -1 y x2= 5 (soluciones de la ecuación x? - 4x - 5 = 0) se les 


llama raíces del polinomio x? - 4x - 5. 


Ejercicio. Realiza ambas divisiones de polinomios y comprueba este resultado. Comprueba que el 
polinomio cociente es de un grado menor que el polinomio dividendo. 


41.1. Fíjate que el resultado anterior no es más que una aplicación de la prueba de la di- 
visión. 

Si consideramos la primera división del ejercicio anterior, el dividendo es x?* - 4x - 5, el divi- 
sor es (x + 1), el cociente es (x - 5) y el resto O. Por tanto, 

Dividendo = Cociente - Divisor + Resto 

x*-4x-5= (x-5): (x+1D)+ 0 = x*-4x-5=(x-5)(x+ 1) 


que como ya sabes, es la factorización de ese polinomio. 


Cojamos ahora el polinomio P(x) = x? - 4x - 5 y sustituya- 
mos el valor de x, = -1 en P(x). 
P(x) = x*-4x-5= (x-5) :(x+r1) +0 > 
P(1)= (1? -4(1) - 5 = (-1+1)(1+5)+0=0 (res 


Sustituyamos ahora Xx, = 


Ps 
P(5)=5*-45-5=(5+1)(5-5)+0= 60+0 = O (resto 


Sustituyamos x= -2 => P(-2)=7 
Po) : (x+2)) 
O visto de otra forma, Si ahora dividimo 
(x? - 4x - 5) : (x + 2), obtenemos de cociente (x - 6) y de 
resto 7. Compruébalo. 


Apliquemos la prueba de la divisió 
(é - 4x - 5) = (x+ 2)(x - 6)+ 7 
Sustituyamos x = -2 > P(-2) = (-2 + 2):(-2 - 6) + 7 = 7 = Resto de la división de P(x) : (x + 2) 


Si representamos, P(-1) =0 y P(5)=0  (-1 y 5 raíces) y P(-2) = 7 


Obtenemos un resultado muy importante y es, al sustituir un valor "k" en un polinomio P(x 


(P(x = k)) se obtiene el resto de la división de P(x) entre (x - k). Este resultado se llama Teo- 


rema del Resto. 


Si un polinomio P(x) = ax" + a2x""*+ ....+ a, se divide por (x - k), entonces ax" + 
ax ran = (x-Kk)- (bix" + box" + .....+ bp-1) + RESTO (Dividendo = Divisor - 
cociente + resto). 

Entonces P(k) = RESTO > (k - k)-(bi:k"* + bak"? + ....+ br1) + RESTO = 
O- (bi:k"* + bak"? + ....+ bp.1) + RESTO = O + RESTO = RESTO de la división. 


Ejercicio. Calcula, sin hacer la división, el resto de las siguientes divisiones. Después realiza la 
división de polinomios y compruébalo. 


a. (-3x?%* x-1): (x- 2) b. (2x? - 2x+ 3): (x+1) c.  [(x- 1)(x + 1)] : (x+ 2) 


41.2. Vamos a hacerlo al revés. 


Si yo quiero que el resto, al dividir el polinomio P(x) por (x - k) sea, por ejemplo, O, ¿cuál será 
el valor de la raíz “k"?,¿ o el valor “k" que es el resultado de la ecuación P(x) = O, valor donde la 
“ahora función P(x)" cortaría al eje OX?, ¿o el valor que hace que ese polinomio P(x) sea divisi- 
ble por (x - k)? (Fíjate en la cantidad de formas que podemos decir lo mismo) 


Ejemplo. Cojamos el mismo polinomio. P(x) = x? - 4x - 5. Si queremos hallar una raíz k, es decir, 
que (x? - 4x - 5) sea divisible por (x - k), entonces al sustituir en “x" el valor de "k", nos debe 
dar O. Es decir k? - 4k - 5 = O. La solución ya la hemos obtenido 


k,=5 y k2=-1 = raíces del polinomio. Y entonces 


x?-4x-5=(x-5)(x+1)(+0) > x=5 y x=-1es solución de la ecuación x? - 4x-5=0 


Ejemplo. ¿Y para el polinomio x? - 2x +1, cuáles serían sus raíces? Al igual que antes, aquellas 
que x? - 2x +1 = 0, es decir, las soluciones de dicha ecuación). Pero si te das cuenta, es una 
identidad notable 


x?-2x+1=0 > (x-1)? =0> x=1 y x=1 => Por tanto, x= 1 es raíz doble del polino- 
mio. 


Si observas este caso, x = 1 es solución doble de la ecuación anterior (está repetida), por eso 
se dice que x = 1 es raíz doble. 


Ejemplo. ¿Y si quisiéramos hallar un valor "b" para que al dividir el polinomio P(x) = x? - 4x - 5 
entre (x - b), el resto sea 7? 

Aplicando el teorema del resto, si sustituimos ese valor "b" en el polinomio, el resultado debe 
ser 7. Es decir, 

bó-4b-5=7=> b*-4b-12=0. 

Como c = -12> -12 = - (1-12) = -(2:6) = -(3:4) 

Comob=-4 > 6-2=4 > Resultado b;=6 y b=-2 
Por tanto, al dividir (x? - 4x - 5) entre (x- 6) ó (x+ 2), el resto es 7 


366 


Ejemplo. Pero, ¿y si quisiéramos hallar algún término desconocido de un polinomio P(x), tal que 
al dividirlo por (x - a), el resto sea 0? 

Por ejemplo, si P(x) = x? - mx - 5, y que al dividirlo por (x + 1), el resto sea O. Es decir, que 
sea divisible por (x + 1)? (ya sabemos que "m” debe salir 4, porque es uno de los ejercicios ante - 
riores) 


En este caso, la división (x* - 4x - 5) : (x + 1) es exacta. El resto es O. Quiere decir que, 
aplicando el teorema del resto, al sustituir el valor de "-1" en x, debe salir O. 
1 -m(-)-5=0 > 1+m-5=0 => m= 4 (tal y como esperábamos) 


Es decir, al dividir (x? - 4x - 5) entre (x + 1) el resto es O. Y, por tanto, x = -1 es una raíz de 
dicho polinomio y, además, solución de la ecuación x*-4x-5=0 


Ejercicios. 
a. Al dividir el polinomio P(x) = x? + 5x + 6 entre x - p, el resto es O. Calcula el valor de "p" y 
factoriza el polinomio 


b. Calcula el resto de la división del polinomio 2x* - 6x - 8 entre (x + 1), sin realizar la división. 
Calcula, también, las raíces de dicho polinomio P(x) y factoriza 


c. El polinomio x* + mx - 2 es divisible por (x + 2). Calcula el valor de "m" y factoriza 


d. Calcula el valor de "m" en el polinomio mx? - (m+3)x, si se sabe que al dividirlo entre (x + 
2), el resto es 12. Calcula, también, el valor de "m" en ese mismo polinomio si se sabe que 4 es 
una raíz de dicho polinomio. 


Antes de volver a la trigonometría, y más concretamente, a repasar algunos conceptos y 
ecuaciones trigonométricas, vamos a recordar un método que nos permite dividir polinomios por 
expresiones algebraicas de la forma xk . A este método se le conoce como método de Ru- 
ffini y nos permite conocer el cociente y el resto de la división. Por tanto, nos permite hallar 
raíces, saber si están repetidas, factorizar el polinomio. 


42. Método de Ruffini, Raíces. (x” - 4x - 5): (x+ 2) Para ello hacemos lo siguiente: (Si no 


lo ves, debe ayudarte tu profesor/a) 


(é - 4x- 5): (x+ 2) Al igual que antes 


Qé - 4x - 5): (x- k) lx?  -4x -5 
k=-2 | | | Los coeficientes del cociente 1 y - 6 nos 
e 1 ZA Eb dan el polinomio cociente 
Mo > > 1x - 6 > Cociente (de un grado menor al 
y 29 A dividendo). El resto sería el 7. 

X na auna La prueba de la división nos daría: 
Coeficientes del Cociente > 1 -6 7 =Resto  (x?-4x-5)=(x+2): (x-6)+7 

21 (-2)(6) 
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Ejemplo. Divide por Ruffini x? + 2x* - x - 2 entre x - 1 


(+ 2x?-x-2):(x-1) 


x-k => k=1 
Fijate + 2x-x-2= 1x+2x-1x -2 
1 a: 
1 5 2 


1 3 2 O = Resto =0 
Cociente = 1x*+3x+2 


Otra vez, si el resto es O, significa que si sustituimos 1 en el polinomio P(x) = x? + 2x%-x-2 
(P(1)), obtenemos O, que es el resto de la división de dicho polinomio entre x - 1, o solución de la 
ecuación x?+2x?-x-2=0 


Por tanto, x= 1 es raíz del polinomio _—> x = 1 es solución de la ecuación 


-x-2=0 P(x=1) = 1? + 2-1%* - 1 - 2 = O es el resto de la división 


del polinomio P(x):(x - 1 


Aplicando la prueba de la división (Dividendo = divisor - cociente + resto) 
x+2x-x-2=(x-1): (x+ 3x+ 2)+ 0= (x- 1): (x? + 3x + 2) 
Ya hemos factorizado un poco. ¿Podemos seguir factorizando? ¿Y Qué hacemos para seguir? 


Pues hallamos las raíces del cociente obtenido de x?* + 3x + 2, entonces lo habremos facto- 
rizado completamente, volviendo a aplicar la prueba de la división. Vamos a ello 


Aplicando uno de los resultados anteriores, como las raíces de un polinomio P(x) son las solu- 
ciones de la ecuación P(x) = O, en nuestro caso P(x) = x* + 3x + 2 = 0, entonces 


x+3x+2=0>b=3>-b=-3=(1)+(-2) y c= 2 = (1): (-2) 
Soluciones > Raíces  x=-1 y x=-2 


Apliquemos Ruffini para hallar el cociente y aplicar la regla de la división 


Teníamos x+2x-x-2= 1x+2x*-1x -2 
1 2 -1 -2 
1 1 3 2 dividendo cociente 
1 3. 2 0=x+2xX-x-2=(x-1)(x+3x+2) 
Cociente = dividendo siguiente > X% + 3x + 2 1 $. 2 
-1 1. 2 


to 1 2 
nn 
Divisor (x + 1) Cociente  (1x+ 2) 
Entonces dividendo = divisor - cociente + resto 
x?+3x+2=(x+1) -(x+2) + 0 =(x+1): (x+ 2) 


O — Resto 


Si nos vamos a nuestro polinomio del comienzo 
xXx + 2x*-x-2=(x-1): (x?+ 3x + 2) = (x- 1): (x+ 1): (x+ 2) 


(O de otra forma, sabiendo como ya sabemos que, ax? + bx + c = a(x-x1):(x-x2) donde x, y X2 
son las soluciones de ax? + bx+c=0 0es alguna identidad notable. En nuestro caso > 
xó+3x+2=0con X= -1 y X2=-2 > x+3x+2 =(x+1): (x+2)>x%+2x-x-2= 
(x- 1): («+ 3x + 2) = (x - 1):(x + 1):(x + 2)) 


Resumiendo, las raíces de nuestro polinomio x*+2x*-x-2 son X; = 1, X2 = -1 y X3 = -2. 
Al factorizar hemos obtenido que | | 
xr 2x2 (x-1)-(x+1) (+2) 
(x- x1) (x - x2):(x - X3) 


Y, por tanto, las soluciones de la ecuación x? + 2x? - x- 2 = O son x1=1, x2=-1 y X3=-2 


Si ahora representamos la función y = x"*2x*-x-2, en la fi- 
gura de la derecha, las 3 raíces o 3 soluciones de la ecua- 
ción x%*2x*-x-2 = O, son los 3 puntos de corte con el eje 
OX. 


Resultado: las raíces de un polinomio P(x) de grado "n” son Xi, 


X2, ..., Xn, (n raíces), son las soluciones de la ecuación P(x) = 


O_ o los “n” puntos de corte de la función y = P(x), y entonces 


Ahora, más adelante, veremos ejemplos de distintos casos 
que nos podemos encontrar. 


Ejercicio. Haz las siguientes divisiones por Ruffini 

a. (x%+3x*-3x%+2x-5):(x-2)  b.(2x*-3x+2):(x+1) c. (xó- 2x7 + 5x):(x + 3) 
¡CUIDADO: faltan términos en el dividendo! 

Ejercicio. 

a. Las raíces de un polinomio de grado 3 son x1 = 2, x2 = -3 y x3 = -1. Escribe el polinomio. 

b. Las raíces de un polinomio de grado 3 son x1 = -2, x2 = -2 y x3 = 1. Escribe el polinomio. 


c. Las raíces de un polinomio de grado 4 son x1 = 0, x2 = -3 y x3 = -2 y x4 = 2. Escribe el polino - 
mio. 


d. Las raíces de un polinomio de grado 3 son x1 = -3, x2 = 1 y es divisible por (x - 2). Escribe el 
polinomio. 


Ejercicio. Se sabe que el polinomio x? + bx + c es divisible por (x - 1) y que el resto de la divi- 
sión por (x + 3) es 4. Calcula el polinomio y factoriza. 


Pero hemos obviado una dificultad, que es la siguiente. En el ejemplo anterior del polino- 
mio x? + 2x? - x - 2, una de las raíces (x, = 1) nos la daban. 


42.1, Así que ¿Y si no me dan alguna raíz o están repetidas? 


Pero si no la se y quiero factorizar un polinomio de grado superior a 2 ¿cómo se cuáles son la 
raíces para realizar el Ruffini o, al menos, el número de raíces suficiente para que se me reduz - 
ca el polinomio a uno de grado 2? Y si las raíces están repetidas, es decir, son raíces dobles, o 
triples, o .. ¿cómo lo se? 


Para ello, vamos a tener en cuenta los siguientes resultados: 


- Las raíces de un polinomio de la forma a,x" + a, ¡X""* + .....+ Ay deben de ser divisores 
de ay/a,. Si a, = 1, entonces deben de ser divisores de a, (término independiente), que 


son los casos que vamos a tratar este curso. 


- El número de raíces de un polinomio a,x" + a,-¡X""*+ ....+ ay (o el número de soluciones 
de la ecuación _a,x" + a, ¡X""*+ ....+ dy = 0) es menor o igual que el grado del polinomio. 


Y vamos a poner una coletilla, "menor en nuestro conjunto de números, los Reales” (al final 
del libro veremos este detalle). 


Conforme vayamos resolviendo por Ruffini, iremos obteniendo nuevos ( o los mismos) valores 
de do, que serán los que tomaremos como referencia para probar los posibles valores de las 
raíces. 


Lo mejor es ver todo esto con ejemplos de los distintos casos que nos podemos encontrar. 
Generalmente, se nos presentaran una combinación de dichos casos. Vamos a ello, y siempre te- 
niendo en cuenta que solo vamos a estudiar las raíces enteras. 


42.2. Ejemplo 1. Caso en el que tiene raíces repetidas 


Halla las raíces del polinomio x* + 3x* - 3x? - 11x - 6 (o resuelve la ecuación x* + 3x* - 3x? - 
11x - 6 = 0) y realiza su descomposición factorial. 


Hay diversas maneras de actuar. Por ejemplo, una de ellas puede ser la siguiente: Comproba- 
mos, de los divisores del término independiente, cuáles son raíces aplicando el "teorema del 
resto". Así, descartamos las que no son. 
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Nota: Si obtenemos 4 raíces antes de llegar al último divisor, ya no habría que seguir, ya que el 
húmero de raíces no puede ser mayor que el grado del polinomio. Comencemos 


x* + 3x* - 3x?- 11x-6 =>00,= 6 > divisores ([+1,-1,+2,-2,+3,-3,+6,-6) 


P(1)=-16>x=1No; P(-1)=0>x=1Si; P(2)=0 >x=2Si; P(-2)=-4>x=-2 No; 
P(3)=96>x=3No; P(-3)=0>x=3 Si; P(6)=1764>x=6 No; P(-6)= 600 >x= -6 No 


Hemos obtenido 3 raíces enteras. Por tanto, o la cuarta no es entera (ni caso), o no tiene 


cuarta (y lo veremos al hacer el Ruffini) o hay repetida una (que también lo veremos). Vamos al 
Ruffini 


1x* + 3x* - 3x? - 11x-6 


E Ya tenemos un polinomio de 2” grado 
Xi = -1 1 3 3 -11-6 (basta resolver). Si seguimos con Ruffini, 
-1 -1 -2 B6 el nuevo término independiente es a, = 3. 
Por tanto, ya se prueba +1 y +3 
1 2 -5 -6 0 (podemos descartar el +6) 
X2= 2 2 A 8 6 ñ : 
Ya podríamos factorizar 
1. 4 3 0 (x-x,)(x-x,)(x-x,):(último cociente) 
X3=-3 3 3. 3 (+1) (2-2) «(x+3)- (+1) = 
x+1)*(x-2)(x+3) 
1 1 Por tanto, raíces x = -1 (doble), x = 2 y x= -3 
O de otra forma, -1 -1 
se ve que la raíz 1 0 
esx = -1 > (x+1)- (x-2)-(x+3): (x+1) = (x+1)- (x-2):(x+3) con x =-1 raíz doble. 


También, podríamos haber comenzado directamente con Ruffini e ir descartando, y llegar al 
polinomio de segundo grado y resolver. O probar las raíces que voy obteniendo de nuevo para 
ver si están repetidas (multiplicidad). 


Otra forma muy sencilla de saber las raíces, es si tenemos a mano geogebra (o cualquier pro- 
grama que nos represente funciones). Si representamos P(x) = x* + 3x* - 3x* - 11x - 6 


x=-1 raiz doble 


36; 


42.3. Ejemplo 2. Caso en el que falta algún término del polinomio y con un número de 
raíces distintas menor que el grado del polinomio. 


Halla las raíces del polinomio x? + x - 2 y realiza su descomposición factorial. 


xX+x-2=2 1 +0x+1x -2 
Término independiente a =-2=> divisores de a = -2 ([+1, -1, +2, -2) 


Empezamos probando el primero x = 1. Si el resto es O, entonces x = 1, raíz. En caso contra- 
rio, borramos y pasamos al siguiente. 


Podemos probar mediante el teorema del resto > P(1) = 1?+1-2=0= x= 1 raíz, o con Ru- 
ffini que, además, nos daría el cociente. 


111 2 O Como es de 2” grado, podemos 
Cociente =x*+x+2 => resolver la ecuación x?+x+2 = 0, 
que no tiene solución 


Por tanto, raíces enteras: x,= 1 


Aplicamos la prueba de la división x? + x - 2 = (x-1)(x? + x + 2) 


Resumiendo, si un polinomio P(x) de grado n, tiene un número de 
raíces menor que n y distintas (x1, x2,.., xp, con p<n), entonces 


P(x) = (x-x1):(x-x2):...:(x-xp) (último cociente 


42.4. Ejemplo 3. Caso en el que el término independiente ay = O. 
Halla las raíces del polinomio x* - 3x?* - 2x y realiza su descomposición factorial. 


En este caso no tenemos término independiente ¿qué hacemos? Si nos fijamos, ya podemos 
empezar a factorizar, sacando factor común "x" 
x*-3x*-2x => x(x - 3x - 2) = (x - 0)(xÍ - 3x - 2) > 
Raíz x=0 
Estudiamos ahora x?-3x-2  a.=-2 = divisores (+1, +2) 


P(1D)=4 x=1 No; P(-1)=0 x=-1 Si; P(2) = 0 
x=2 Si; P(-2)=-4 x=-2 > No 


Por ahora, tenemos 3 raíces distintas. Luego, la 4% o está re- 
petida, o no es entera, o no existe. 


Si representamos P(x) = x?- 3x? - 2x , obtenemos los puntos 


de corte con el eje OX (raíces) en la figura de la derecha. 
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Vamos a comprobarlo mediante Ruffini, partiendo del polinomio x* - 3x - 2 


x?-3x-2= 1x?+0x*- 3x-2 


1.0 -3 -2 
x=-1 - 1 1 1 2 
1 1-2 0 
x=2 2 2 2 
1. 1 0 


Xx? - 3x - 2 = (x+1)(x-2)(x+1) => (x+1)*-(x-2) 
Por tanto, Xx” - 3x9 - 2x => xo(x - 3x - 2) = (x - 0)(x+1)*(x-2) > raíces x=0; x=-1 (doble); x=2 


ue el coeficiente a, es distinto de 1. 


42.5. Ejemplo 4. Caso en el 
Supongamos primero que se puede sacar factor común el término a, Halla las raíces del poli- 


nomio -2x* - 4x? + 2x + 4 y realiza su descomposición factorial. 


2x7 + 4x* -2x-4= 2(x* + 2x? -x- 2) > Factorizamos x? + 2x?-x-2 


Vamos a correr ya un poco 
enemos las 3 raíces: Xx; = -2,X2= -1 y X3= 1 


x+2x-x-2 
1+2 -1 -2 
O directamente 


-2 2. 0 2 


0 1.0 
identidad notable 


2-(+2x*-x-2) = 2-(x+2)-(x-1) = 2-(x+2)-(x-1): (x+1) 


42.6. Ejercicio 5. Supongamos que no se puede sacar factor común a, 
a. Halla la descomposición factorial del polinomio 2x* + 5x7 + 5x7 + 3x +1 


d= 1=> divisores (+1, -1) 


Si ya vamos pensando con un poco de más visión, vemos que todos los 
coeficientes del polinomio son positivos. Por tanto, al sustituir x = 1, 
siempre iría sumando en positivo y nunca nos daría O. Ya solo nos queda 


x=-1. 


Si representamos, obtenemos la figura de la derecha y vemos que 


está repetida. Vamos a comprobarlo mediante Ruffini. 
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2x*+ 5x + Bxó + 3x + 1 
2 5 5 3 1 


ad 2 3 2 4 

2 3 2 1 O  x=-1 raíz. Probemos de nuevo x = -1 
El E 

2 1 1 0 Vuelta el x = -1. 


Cociente 2x*+x+ 1. 
Si realizamos ahora 2x? + x + 1 = 0, vemos que no tiene solución. 


Por tanto, 2x* + 5x? + 5x? + 3x + 1 = (x+1)-(2x + x + 1) conx=-1 raíz doble 


b. Halla la descomposición factorial del polinomio 5xú + 14x - 3. 
Como es de segundo grado, sus raíces serían las soluciones de 5x* + 14x - 3 = 0 
Xx1=-3 y x2=1/5 > 5x%+14x- 3 = 5(x+3)(x - 1/5) 
Si lo hubiéramos resuelto por Ruffini 


5014 -3 
-3 -15 3 
AN 
5x? + 14x - 3 = (x+ 3)(5x - 1) = (x+ 3) 5(x - 1/5) = 5 ex - 1/5) (x + 3) 


Sacando factor An 
común 5 = a, 


Ejercicio. Halla las raíces del polinomio x* - 2x - 3 y realiza su descomposición factorial. Com- 
prueba con geogebra los valores de las distintas raíces. 


Ejercicio. Halla las raíces de los siguientes polinomios y realiza su descomposición factorial. 
Comprueba mediante geogebra las distintas raíces. 
a. x-xó+9x-9 boxérxo cc x*-4x*+4x%-4x+3 d. 3x*+5x%+ 3x 


Ejercicio. Descompón factorialmente el polinomio 3x? + 30x + 75 . En el caso de encontrar al - 
guna identidad notable, descompones factorialmente utilizando dicha igualdad notable. Indica 
sus raíces. 


Ejemplo. Factoriza el polinomio x? - 13x? + 36 


y así sucesivamente, obtenemos como raíces 


A 7 de: YO, 6 X= 2,X2=-2,X3= 3 y X= -3 
: e 418 4 - 13x2 + 36 = (x-2)-(x+2)-(x-3):(x+3 
1.2 9-18 0 x*- 13x? + 36 = (x-2):(x+2)(x-3)(x+3) 


Pero también son las soluciones de la ecuación x*- 13x* + 36 = 0. 
Este tipo de ecuaciones se llaman bicuadradas => x* es el cuadrado de x?  (x% = x* 


374 


43. Ecuaciones bicuadradas. 


Una forma de resolverla es realizando lo que se llama un cambio de variable. Es decir, dando 
un nuevo nombre a "algo" para que me simplifique o me haga más sencilla la expresión que tengo 
de partida. 


Por ejemplo, si a x* lo llamamos ahora z ( x? = z), entonces 
x* -13x"+36=0 
(Y - 13x?+36=0 


z" -13z +36=0 => ecuación de 2? grado > soluciones z,=4 y z2=9 
Pero mi ecuación viene escrita en términos de “x". Por ello, debo dar las soluciones de x 


2124 >2=(x)=4 > x= 2 y X12 = -2 y 12) =9 > Xx=3 Y X22=-3 


Por tanto, soluciones — X,=2,X2= -2,X3= 3 y X4= -3 > raíces del polinomio > 


x* - 13x? + 36 = (x-2)(x+2)(x-3):(x+3) 
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Ejercicio. El teorema de Pitágoras dice que en un triángulo rectángulo, la hipotenusa al 
cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de los catetos. Es decir, si llamamos h a la 
hipotenusa y cl y c2 a cada uno de los catetos, entonces, h* = c1? + c2?. 

"Además, “si” en 'un” triángulo “de 'lados' h,' c1 'y' c2, 'siendo' h' el” lado mayor, "ocurre 'que 
h? = c1? + c2?, el triángulo es rectángulo. 


LA 


¿Perosi h?*>c1?+c2? ó h*<c1? + c2?, de qué tipo son estos triángulos? 
q p g 
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Ejemplo. Descomponer factorialmente el polinomio x* - 2x? + 1. 


Si nos damos cuenta, esto es una identidad no- 
table (x?- 1) = [x-D:Oe+DY = (x-D*(x=D* 
> x=-1 raíz doble y x= 1 raíz doble. 


Si representamos la función P(x) = x? - 2x?* + 1, 
obtenemos la gráfica de la derecha, donde se ob- 
servan las raíces del polinomio en los puntos de 
corte con el eje OX. 


Ejercicio. Halla las raíces o soluciones de la ecuación x* - 2x* + 1= O (polinomio anterior), ahora 
resolviendo la ecuación bicuadrada. Después, comprueba con lo anterior. 


Ejercicio. Descomponer factorialmente el polinomio x* + 2x?* + 1 por el método que veas más 
sencillo y dí sus raíces, si las tiene. Resuelve también la ecuación bicuadrada. 


Ejercicio. Dada una circunferencia de radio 2 y la parábola de ecuación y = x* - 1, halla de for- 
ma analítica y gráfica (esbozando dichas gráficas) los puntos de corte de ambas figuras. 


Problema. Necesitamos sacar agua de un depósito cilíndrico de 0,5 m de radio, que se encuen- 
tra situado sobre una torreta de 3 metros de altura. Lo único que tenemos es una bomba de 
agua que es capaz de sacar unos 10-Tt litros por minuto. Necesitamos saber la capacidad del de- 
pósito, para saber que cantidad podemos gastar cada día. Para averiguar dicha cantidad, necesi- 
tamos saber la altura del depósito. 


Actuamos de la siguiente forma: a la misma hora, medimos la sombra que da la torreta junto 
con el depósito y la que da una vara de 1 m, siendo de 4,5 m y 0,9 m, respectivamente. 


Sabiendo que el depósito está completamente lleno de agua, ponemos en marcha la bomba du- 
rante 10 minutos ¿cuánta agua ha sacado y queda en litros (expresa el resultado en función de 
T? ¿A qué fracción corresponde? 


Si al día siguiente saco 1/5 de lo que queda para regar, ¿cuánta agua me queda en litros? Ex- 
presa el resultado en fracción y en tanto por ciento. 


Ejercicio. Dados los ángulos 150% y 240%, halla las razones trigonométricas de estos ángulos, 
teniendo en cuenta que solo conoces las razones trigonométricas de 30". 
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Ejercicio ampliación. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas 
a. senóx + 5 = cosóx b. senóx + 2:sen x = -1 


Problema. En un triángulo de perímetro 20 cm, el lado menor son 2/5 del mayor y este 5/3 del 
mediano. Calcula los lados de este triángulo. 


44. Volvamos a la trigonometría 


Y ahora que hemos recordado cómo resolver sistemas y resolver sistemas no lineales, vamos a 
resolver algunos problemas de trigonometría más complicados (que como ya sabes, no lo son 
tanto. Es cuestión de pensar) 


Ejemplo. Imagina que queremos medir un punto inaccesible. Por ejemplo, calcular la altura de 
una torre con una cinta métrica y una aplicación móvil que nos permita medir ángulos. 

Alguien podría subirse al final de la torre, con mucho cuidado, lanzar la cinta (cuidado, sólo la 
cinta) y medir, aunque podría ser un poco peligroso. O podríamos encontrar un río en medio y no 
poder pasar y medir, o .... Vamos a utilizar una técnica sencilla. 


Por ejemplo, intentemos medir la altura de un a torre, 
observando la figura de la izquierda. Un observador, desde 


una posición A mide el ángulo *!. Nos vamos hacia atrás una 
distancia "y" conocida y volvemos a medir dicho ángulo Pp. 
Las distancias que no conocemos son x, desde posición A 
hasta la torre (hay un río y no puedo medirla) y la altura de 


la torre. 


Observamos que aparecen dos triángulos rectángulos, 
uno el AOC y otro el BOC. Apliquemos la definición de tan- 


gente a cada uno. 


Nota: en realidad mediríamos desde nuestros ojos. Por tanto, la altura que calcularíamos es 
hasta la altura de nuestros ojos y habría que sumarle después la altura desde nuestros ojos al 
suelo. 


Vamos a verlo con un ejemplo. Supongamos que medimos a = 45% , nos echamos para atrás 5 
metros y medimos p = 30% 


tan 45=/ e 7 > h=x 
XxX Xx 


5+ 5+ 
tan3o=%_ => Y == > hs (5+x) ul > ( La) =X > X= Es metros = h 
5+x 13 5+x y3 43 y3-1 
Sistema de 2 ecuaciones Por igualación 


IES 


y ; 15 5 95 _45_20 
: /3=1.75 > h= = 
Cometamos un poquito de error. Si tomamos 1/3=1.75 075 7 3 =% 
4 
Como %% es, aproximadamente, igual a 0.66 = h = 20/3 = 6.66 m. Podemos aproximar a 6.7 m 
el valor de la altura de la torre. 


Problema. Sigamos con nuestra torre 


De aquel depósito cilíndrico de 0,5 m de radio que se encontraba sobre una torreta de ..... 
metros de altura, la bomba de agua era capaz de sacar unos 10-Tt litros por minuto. 


Resulta, que ahora no conocemos la altura de la torreta y ha caído una tormenta y se ha 
guedado aislada (figura derecha). 


Para averiguar la altura del depósito, con un Ale 4 
tero láser medimos la distancia a la torreta y obte- * 
nemos x= 5m. Después, medimos el ángulo —+-—— e 
de la parte superior de la torreta y del depósito, E e 
siendo de 45" y 60% respectivamente, con una apli- 1 a 


cación móvil. Respondamos a las mismas preguntas. 


¿Eres capaz de hacerlo?. Yo creo que sí » 


Ejemplo. Compliquemos la situación. El arroyo ha 
crecido y se me ha caído el puntero láser y se ha roto (la tostada, cuando cae, parece que cae 
siempre por el lado de la mantequilla). Necesito llegar al depósito para sacar agua y debo po- 
ner una tabla para pasar el arroyo. ¿Cuál es la longitud mínima que debe tener? Afortunadamen- 
te, tengo una cinta métrica 


Debemos medir la anchura del arroyo. Para ello, aplico el modelo de la figura utilizando la to- 
rreta como elemento de referencia. 


d 
an SOX 50=x d=50-x 
tanzo=4 => 1_4 > x=d 43 E 
ALS ES 13 X 
BRA IIS , ' 
as e Al pS Resolviendo el sistema a 
A en, d=50-d: 13 > d=== metros 
E | ña 1+/3 
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Nota: Para resolver este problema hemos usado lo que se llama "la paralaje”. Más abajo se ex- 
plica más detalladamente, ya que sus usos son múltiples. 


Problema. Para calcular la altura de un edificio, nos subimos a uno más bajo, situado a 10 me- 
tros enfrente de aquel. Medimos el ángulo que forma el rayo que va de nuestros ojos a la parte 
superior y al suelo de aquel edificio. Estos ángulos son 30% y 60%, respectivamente. Calcula la 
altura de dicho edificio. 


Problema. Por la carretera nos encontramos con una señal que advierte de una pendiente del 
7%. Hemos recorrido 5 km, ¿que altitud hemos descendido si estábamos a 1200 m2? 


La paralaje consiste en lo siguiente: si colocamos nuestro dedo a la altura de los ojos, a unos 
30 cm de ellos y centrado entre nuestros dos ojos, si va- 
mos cerrando un ojo y después el otro, la posición de 
nuestro dedo es distinta. 


Si proyectáramos sobre una pantalla, la proyección de 
nuestro dedo aparecerían separadas. Esto es debido a que 


entre nuestros ojos existe una determinada distancia. El AN 
4 . Y É <=” 

ángulo a. formado por nuestros rayos de observación es la Z 2 e ( 
“paralaje”. 


Consideremos ahora la Tierra girando alrededor del Sol. La Tierra se mueve en su movimien- 
to de traslación alrededor del sol. Si la estrella de la que queremos saber su posición está lo 
"suficientemente cerca”, y la obser- 
vamos en dos posiciones distintas 
de la Tierra suficientemente sepa- 
radas en su movimiento de trasla- 
ción, las colocaremos sobre el fondo 
en dos posiciones "aparentes" dis- 
tintas. Ese ángulo a sería la parala- 
je. 


ierra 
'osición A > 


Sin embargo, en el fondo del cielo 


encontraremos estrellas "muy aleja- 


ierra 
Posición B 


das" y que, por tanto, su posición no 
varía de forma aparente, están "fijas". Estas nos pueden servir como puntos de referencia. 
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Consideremos las posiciones de la Tierra de la figura ante- / 
rior, vista desde arriba en la figura de la derecha. Entonces, 


sen (a/2) = d,.¿/D > D= d;./sen(a/2) donde a es la para- 
laje y a/2 es conocida como ángulo de paralaje anual. 


Conforme el objeto del que queremos medir su distancia está 
más lejos, la distancia entre el Sol y dicho objeto va aumentando cada vez más con respecto a 


la distancia entre la Tierra y el Sol, que se mantiene constante. Entonces, "la paralaje F" cada 
vez es más pequeña. Si el objeto está lo suficientemente alejado, el ángulo es tan pequeño que 
puede resultar difícil de medir, y su posición sobre el fondo es "fija" 


Ejemplo. Calculo de la distancia entre la Tierra y la Luna. 


Fíjate en la siguiente figura 
Si la luna está en el momento 


que nuestro rayo de visión es 
tangente a la Tierra, dicho rayo 
es perpendicular al radio de la 


Tierra (la tangente a una circun- 
ferencia en un punto es perpen- 
dicular al radio de la circunferencia que pasa por ese punto). A a/2 se le llama la paralaje geo- 
céntrica. 

sen (a/2) = Rrierra/d > A = Rhierra/ senla/2) 


Ejercicio. Busca en Internet la definición de "Parsec". Haz un esquema o dibujo que explique 
dicha definición. 


46. Ampliación: semejanza y trigonometría. 


Y ya que estamos con la trigonometría, vamos a volver a unir con la semejanza y obtener unos 
resultados bastante interesantes. 


Vamos a suponer que tenemos un triángulo rectángulo ABC. Si tra- 

zamos la altura OB, obtenemos dos triángulos rectángulos en su in- 

terior, AOB y BOC. ¿Cómo son estos triángulos? Vamos a ponerlos 
c todos en la misma posición vertical. 


Consideremos el triángulo ABC 
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Triángulo ABC Triángulo AOB. Le damos Triángulo BOC 


19 Giramos en torno a B y después un giro en torno a O 
giramos entorno al eje AB. 


A 


En el triángulo rectángulo ABC, como un ángulo es 90%, entonces a + p = 90*. 
En el triángulo rectángulo AOB, por lo mismo, a+1=90% => 1=Pp 


En el triángulo rectángulo BOC, por lo mismo, Pp + 2 = 90% > 2=a 


Por tanto, los triángulos tres triángulos tienen los mismos ángulos, son semejantes (es más, 
ya sabemos que si dos triángulos tienen dos ángulos iguales, éstos son semejantes). Por tanto, 
sus lados son proporcionales. 


Observa como, a partir de un triángulo rectángulo ABC, podemos formar en su interior 
otros dos semejantes al mayor. 


h > En un triángulo rectángulo ABC el 

7 mn cuadrado de la altura es igual al producto 
de las proyecciones m y n de los catetos a 
y c sobre la horizontal, respectivamente 


Así, AOB y BOC son semejantes > 7= 


Observemos, por ejemplo, el triángulo BOC y apliquemos el teorema de Pitágoras. 


d=n+h=n+nm=n(n+m)=nb > a = nb En un triángulo rectángulo ABC, el cuadrado de un 
, > cateto es igual al producto de la hipotenusa por la 
Por lo mismo, > CO= MD proyección de dicho cateto sobre la hipotenusa 


FA; 


Problema. Luis y Jose van desde su casa al TES, en línea recta, todos los días. Resulta que el 
triángulo que se forma entre las casas de cada uno de ellos y el IES es rectángulo (vaya casua- 
lidad). Un día, Luis decide medir la distancia de 

su casa al TES, que resulta ser de 3km. Otro día [TES | 

midió la distancia de su casa al desvío de un ca- 

mino que llega al IES y es perpendicular al que Von 

une la casa de Luis y de Jose, que resulto ser de 

1,5 km. Fíjate en la figura de la derecha, y calcu- 


la la distancia que existe entre las dos casas y la 1,5 km casa Jos] 


del TES a cada una de las casas de los alumnos. 


Ejercicio. El triángulo de la figura de la derecha 
tiene un área de 11,52 cm?. Calcula el resto de va- 
lores 


46.1. Generalización a un triángulo cualquiera ABC. Teorema del seno 


Tracemos la altura por el vértice A. Obtenemos dos triángulos rectángulos AOB y AOC. 


Nota: Fíjate que hemos cambiado el orden de las letras de este triángulo con respecto al ante- 
rior. Lo importante es saber definir tus conceptos a partir de la figura, función, ecuación..... 
dada con las "letras" que sean y en el orden que estén. 


sen(B)=/, y sen(C)=/ 


h = c:sen(B) y  h=b:sen(C) => c:sen(B) = b:sen(C) 


sen(B) sen(C) 
b 6 


Ejercicio. Traza la altura por el vértice C. Observa los dos triángulos rectángulos que obtienes 
y establece una relación equivalente a la anterior. 


Resultado. Al final, obtenemos que: 


sen(B)_sen(C) _ sen(A) 
b Cc 


y recibe el nombre de Teorema del Seno 


38 2 


Ejemplo. En el siguiente triángulo, halla todos sus lados y ángulos. (medidas de lados y ángulos 
en cm y grados sexagesimales, respectivamente) 


sen(50) _sen(fB) 
10. 12 


> p=66,8* « 67? 


> sen(p) = [12:sen(50)]/10 = 0,91925 


y “ 1809 - 50? - 67% = 632 


IN sen(50) _ senté) > x = [10 - sen(63%)1/sen(50) - 11,6 cm 


10 
estrella E 

Ejemplo. En el ejercicio de paralaje de unas páginas atrás, 
hemos considerado posiciones de la Tierra enfrentadas. Esto 
no tiene porqué ser así. Consideremos la siguiente posibilidad 
de medida de la paralaje, con posiciones no enfrentadas de la 
Tierra A y B (pero si lo suficientemente alejadas). 
T=a4+p+y A d B 

senla) sen(fB)_sen(y) 

d BE AE 


Problema. Debemos medir la altura de una antena. Resulta que 
el día anterior hizo un "pedazo de ventisca" e inclinó dicha an- 
tena y tenemos que calcular su altura real. Para ello, aprove- 
chamos la sombra que proyecta en el suelo, ya que hoy ha ama- 
necido un día con un sol espléndido. Los datos que tomamos son 
los de la figura. Calcula su altura. 


Problema. Una barca sale de la orilla de un río desde un punto A. La corriente del río la va 
arrastrando y llega a la orilla a un punto B. Medimos el ángulo que forma el punto B con A, sien- 
do de 30%. Si nos desplazamos 50 metros hacia el lado contrario a la corriente llegamos a un 
punto C. Medimos el ángulo de este punto C con A y es de 60%. Calcula la distancia que ha reco- 
rrido la barca. 


Y ya que estamos con Pitágoras, pero en el anexo correspondiente, vamos a "generalizarlo". 
Así, que si te ves con ganas, échale un vistazo. Aquí vamos a seguir hablando de las llamadas ... 


48. Ternas Pitagóricas. 


Una terna pitagórica es un conjunto de tres números "enteros" que 


cumplen el teorema de Pitágoras. Y, por tanto, llevados estas medidas , ds 
para formar un triángulo, este es rectángulo. El ejemplo más sencillo y 
que ya vimos su demostración en el teorema de Pitágoras es la terna 

4u 


(3,45) . 

Pues existe un resultado muy interesante y es el siguiente: 

Si cogemos dos números primos entre si, p y q con p > q, podemos obtener la terna pi- 
tagórica fa,b,c) dada por a=p?+q?; b=2-p:q: c=pÍ- q. Donde se cumple que 
a? - p? E di. 
Por ejemplo, los números 9 y 7 son primos entre si. Entonces, 

a= e pPS180 ¿bs29/218b 29/13 2. 

(130, 126, 32) formarían una terna pitagórica (130* = 126* + 32%) y 32u 
tendríamos el triángulo rectángulo de lados a, b y c. 


126 u 


Ejercicio. Investiga y halla dos ternas pitagóricas que aparezcan en la tablilla de Plimpton 


Ejercicio. Resuelve la siguiente inecuación y el sistema de inecuaciones de una incógnita. 


Problema. Divide el siguiente segmento en 4, en 6 y en 11 partes iguales. 


Problema. Una granja de gallinas produce huevos blancos y huevos morenos. La raza de gallina 
que pone huevos blancos es la Leghorn y es más productiva, ya que pone más huevos con menor 
cantidad de pienso consumido. La capacidad de producción diaria de esta granja, son como má- 
ximo, 5000 huevos, entre los dos tipos. El coste de un huevo blanco es de 3 céntimos y de un 
huevo moreno 5 céntimos. Halla el recinto de valores de huevos que podríamos tener cada día, 
sabiendo que siempre se obtiene un número de huevos blancos superior a 3/2 de huevos more- 
nos. 


49. Cálculo mental. Divisiones por una cifra. 


Ya comentamos anteriormente una forma de dividir bastante sencilla. El método que presen- 
tamos es, prácticamente, igual. Consideremos la división 389 : 7 
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Como 7:5 = 35 (7:50 = 350) y 7:6 = 42 (7:60 = 420) > me paso. Por tanto, el cociente estará 
entre 50 y 60. Ya tenemos el 5 en el cociente. 

Ahora de 350 a 389 van lo mismo que de 50 a 89=39 => 39: 7 = 5 de cociente y 4 de resto 
(39 = 5-7 + 4). Oootro 5 al cociente y de resto 4. 


Entonces 389 :7 = 55 + 4/7 


Ejercicio. Realiza las siguientes divisiones, utilizando la técnica anterior, primero con lápiz y 
papel. Y después, si lo ves factible, mentalmente. 


425:7; 689:8 ; 473:5; 582: 4 


Problema. 

Y ya que hemos hablado del teorema de Pitágoras, te presento en la 
figura de la derecha al "Vikingo geométrico". Pues resulta, que este 
vikingo es un poco raro y está hecho de cuadrados y triángulos rectán- 
gulos isósceles. Y lo que quiere es que demuestres que el área de su 
cuerpo en verde, es igual a las sumas de las áreas de su cuerpo en 
naranja. 


50. Y ya si. Inecuaciones de 2? grado. 
Consideremos una inecuación de 2? grado, que se puede reducir al tipo ax? + bx + c mayor, 


menor, mayor-menor o igual a O. Por ejemplo  x*-4x-5<0 


Resolvemos la ecuación x?- 4x- 5=0, ya vista anteriormente. Soluciones: x= 5 y x= -1 


1% forma: Factorización 


2 El producto de estos dos “números debe ser menor que 0. Por tanto, deben tener 
x"-4x-D<0> (x Ñ 5) (x $ 1) <0 signos contrarios. El primero es positivo y el segundo negativo, o viceversa 


Entonces 
x-5>0 y x+1<0 
x>5 y x<-1 


O, 


x-5<0 y x+1>0 
x< 5 y x>-1 


¿Qué números son menores que 5 y mayores 
que -1 a la vez? 


O, 


¿Qué números son mayores que 5 y menores que 


-1 a la vez? 
Be) A (e, -=1) (0,5) 1 Els) 
2 YA 4% 34 +5 777752 
Ninguno y (1, 5) 


=> solución: (-1, 5) 
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29 forma: Factorización y tabla 


| -1 | +5 
cojamos un número menor que -1 (x= -2) cojamos un n.* entre -1 y 5(x= 0) uno mayor que 5 (x= 6) 
(x- 5) -2-5=-7(<0) 0-5=-5 (<0) 6 - 5=1 (20) 
(x+ 1) -2 +1 = - 1(<0) 0+1=1(20) 6+1=7 (20) 
(x - 5D) (x+1)<0 >0 <0 >0 
Cl, 5) 


32 forma: Representación 

Representemos la función y = x* - 4x - 5 que como ya sabemos, corta al eje OX en los pun- 
tos (-1, 0) y (5, 0). 
Entonces, como y = x*-4x-5<0 => y=(x-5)(x+1)<0, 


anun 


observamos en la gráfica que los valores de “x" que correspon- 
den a los valores de y < O son los señalados en rojo. 


En todo el intervalo de valores de "x" perteneciente a 


A 1] 


"(-1,5), los valores de la "y" son negativos y están por debajo del 
eje OX. 


Ejercicio. Resuelve las siguientes inecuaciones de grado 2 de las tres formas anteriores 


a. x*-4x<0 b. (x-D?<0 c. (x-D)?>4  d. (x+1)- (x-1) > -12 


Y ahora, igual que en las de grado 1, ¿pero y si... y = (x- 5)(x+1)<02 


Serán aquellos valores de la y < O, que son los que corresponden al intervalo 
am 51 


de x € (-1, 5). En la gráfica, corresponden a la coordenada "y" de la parábola 
(en azul). 


10 


Pero aún hay más. ¿Y si y > x? - 4x - 52 
Lo que queremos hallar son los valores de y que sean ma- 
yores que (x - 5):(x + 1), para los distintos valores de x. 


Observando la gráfica en distintos valores de x. 


Cuando, por ejemplo, x = -2, el valor de y = 7. Queremos 


“M n 


que y > 7. Ello correspondería a valores de "y" de la recta 
vertical x= -2 por encima de 7 (linea roja). 


a $1 


Six=0= y = -5. Entonces, queremos valores de "y" mayo- 


res que -5 en la recta x = 0. (linea roja) 
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A 


Six = 2 => y = -9. Entonces, queremos valores de "y" mayores que -9 en la recta x = 2. (linea 
roja). O cuando x = 6 > y = 7. Como antes, queremos valores de y por encima de 7 en la recta 
x = 6 (linea roja) 


Como en este caso el dominio es (-o, oo), si cogemos todos los valores de x, la solución es el 


conjunto de puntos (x, y) por encima de la gráfica (en gris) 


Ejercicio. Resuelve las inecuaciones siguientes 
a. y>x-4x  b. y<(x-1 c. y <(x-1)(x-3) — d. (x-1>2(y-x) 


Problema. La suma de dos números está entre 3500 y 4000. ¿Entre qué valores están estos nú- 
meros si uno es 100 unidades mayor que el otro? Pista. Llama, por ejemplo, "M (mayúscula)" al 
mayor y "m (minúscula)” al menor. 


50.1. Ejercicio ampliación. ¿Sabrías resolver el sistema de inecuaciones? 


—x-6<0 
[—d+x>-2 


Primero, intenta resolverlo con todo lo que sabes ya de los sistemas de ecuaciones e inecua - 
ciones. Si ves que te cuesta trabajo, ayudate de geogebra y representa el recinto. Y después, 
intenta obtener ese recinto de forma analítica. 


¿Y si lo complicamos un poco más? 


y2x"—x-6 
y-2<—x+x 


Y si ves que es complicado, en la página siguiente, lo resolvemos de forma gráfica. Pero no mi- 
res, a no ser que sea estrictamente necesario. Y mientras piensas, pues algunos ejercicios de 
"n_n a 51 


repaso, que como llevamos mucho tiempo con las *x" y las "y", vamos con las a y [, y alguna que 
otraxX, y, ... 


Ejercicio. Consideremos el siguiente octógono, de lado 4 cm. Calcula su área. 
Si te acuerdas, y utilizas la trigo- 


.nometría, podrás calcular su apote- 
ma, y de ahí, su área (mira la figura EOS 


“de la derecha) 
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Aplicación. Herón de Alejandría demostró que también se podía calcular el área de un triángulo 


de lados a, b y c como ys: (s—a):(s—-b)-(s=c) donde “s" es el semiperímetro del triángulo, es 
a+b+c 


deci 
cir, a 


Ejercicio. Calcula el área del octógono anterior utilizando la fórmula de Herón. 


Problema. Una tienda de ropa va a cerrar y van a liquidar los productos que les quedan. Algunas 
prendas la venderán a precio de saldo y otras deberán venderlas por debajo de su coste y su- 
frir alguna pérdida. En una camisa cuyo precio era de 50€. En esta prenda perderán un 12% 
¿Cuál es el nuevo precio?. ¿Qué fracción corresponde al descuento y al nuevo precio?. 


Problema. El ángulo que subtiende el Sol es, prácticamente igual al de la Luna (una casualidad 
que sirvió en la antigua Grecia para medir distancias). Aunque es difícil observarlo, ya que si mi - 
ramos al Sol, malo. Peeeero en un eclipse de Luna podemos hacerlo. Este eclipse nos sirve 
para ver la relación de radios entre la luna y el sol, con las distancias de cada uno de ellos a la 
Tierra y con el ángulo que subtiende. 


Observa la figura y calcula la distancia 
entre la Tierra y el sol, sabiendo que el ra- 
dio de la luna es de 1734,4 km y que el án- 
gulo que subtiende la Luna y el Sol es, <N 


prácticamente, el mismo e igual a 
468 :7T 


radianes 


Pista. Recuerda que la tangente a una circunferencia en un punto y el radio que pasa por ese 
punto son perpendiculares. Por otro lado, aparte de trigonometría, recuerda el teorema de 
Thales. 


Problema. ¿Cuántos amaneceres ven los astronautas de la Estación Espacial Internacional, sa- 
biendo que orbita a 400 km de la superficie de la Tierra? 


Datos: Masa Tierra (Mr) = 6:10% kg Radio Tierra (Ry) = 6.378 - 10% m Constante gravitatoria 
(6) = 6.67 -10* m'/kg:s* 


Pistas: 


- ¿Por qué gira el satélite alrededor de la Tierra y no cae? porque la fuerza gravitatoria de la 
Tierra sobre el satélite se iguala a la fuerza centrífuga. De aquí, hallarás la velocidad de la es- 
tación espacial (no te asustes de ella). 


- Con esta velocidad calcularás el tiempo que tarda en dar una vuelta “circular” de ¿radio? 


- ¿En 24 horas, cuántas vueltas da? 
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Ejemplo de ampliación anterior. 


x—x-=6<0 


A . Vamos a resolverlo. 
— x= 8 


El sistema de inecuaciones era: 


Representando las funciones la izquierda, vemos rápida- 


mente los intervalos de x correspondientes a la solución. 


x-x-6<0 = región [-2,3] (verde) 


-x2+x+2 >0 > región [-1,2] (rojo) 


Solución: [-2,3] £2 [-1,2] = [-1,2] 


Analíticamente 


x?-x-6<0->(x+2)(x-3)<0 -x?+ x+2>0>-(x+1):(x-2)2 0 (x+1):(x-2) < 0 
signo (1-3) > = al signo (x+1) — + + + 
signo (x+2) ==. + «+ ÁS signo (x-2) a 7 DE + 
signo (x+2):(x3) + 28 > za signo (x+1)-(1-2) + Ml ps Es 


La solución será la intersección > [-1,2] 


¿y el complicado? Ahora el sistema de inecuaciones con dos incognitas 


y>x"-x-6 


y-2<-x+x > y <-X+x+2 


Si nos ayudamos con geogebra, la región 
marrón oscuro sería la solución. 


Las parábolas son las mismas que en el 
ejercicio anterior. Solo habría que señalar. 
las regiones donde, para un valor de *x”, la 
"y" es mayor o igual que x* - x - 6 (pará- 
bola violeta), que es la región que está por 
encima; y lo mismo para la parábola y = x? + 
x + 2, pero en este caso "menor o igual". Y, 
así, obtenemos nuestra región intersec- 


ción. 
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51. Ecuaciones con radicales 


Y cómo lo prometido es deuda, vamos a resolver ecuaciones con radicales y algún "sistemilla”. 


Ejercicio. Calcula y simplifica lo que puedas 


Ay 
As De 3-7 16-7128+5-1 4 
Vx "y 


Ejercicio. Halla el dominio, los puntos de corte con los ejes y esboza las siguientes funciones, 
atendiendo a lo que ya sabes 


a. y=/x-2 b. y=/x+2-4 


Ejemplo. Imagínate que tenemos que resolver por alguna razón yx—1+3=3x-2 . 


Al igual que hicimos cuando teníamos que hallar los puntos de corte de la función radical, lo 
importante es dejar la raíz en un miembro, sola. Así, el resultado al cuadrado será igual al radi- 
cando. Es decir, 


(x—1+3=3x-2=/x-1=3x-2-3=/x-1=3x-5 > | 
(x-1” <E - 5) 
[(x- 14 = (3x- 5) 
(x ye pe - (3 a 5) 
x-1 - - 5y 
>x-1=9x*-30x+25 > 9x"-31x+26=0 >  x1=2 x2=13/9 
En este caso, hay que comprobar las soluciones en la ecuación original (la que tiene radica - 
les), ya que no hemos resuelto la ecuación de origen, sino ésta elevada a cuadrado. 
Comprobemos: 


x1=2 => y/x-1+3=3x-29/2-1+3=3:2-2>4=4 => x,=2 es solución 
x2=13/9 >  /x-1+3=3x-23/13/9-1+3=3-13/9-2>/4/9=26/9-2>2/3=8/9 
=> X2 = 13/9 no es solución. 


Observemos lo siguiente 
/x—1+3=3x-239/x—1-3x+3+2=0>4/x—1-3x+5=0 


Lo que nos llevaría a calcular los puntos de corte con el eje OX 


de la función =/x-1-3x-5 
Si representamos con geogebra => Ns => > 3 
Ejercicio. Resuelve las siguientes ecuaciones 2 


a. 2x+/6x+1=3 b12x+5=x-5 3 
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51.1. Vamos a complicarlo un poquito más. Vamos a ponerle dos raíces. 
de el 0 =09 


En este caso, necesitamos dos pasos iguales. Tenemos que dejar una raíz sola en un miembro 
para igualar igual que antes, y veremos lo que ocurre. 


4 x=1=/x+2=2 > 4-1 x=—1-2=4x+2> elevamos al cuadrado > [4-/x-=1-2=x+2 > 
16-(x-1)+4-2-4-2-/x-=1=x+2 > Estamos como en el caso anterior. 


Ahora ya tenemos una sola raíz. Por tanto, la dejaremos sola en un miembro y actuaremos 
como antes. 


Previamente, arreglamos (simplificamos) la expresión anterior para que sea más fácil operar 
sobre ella. 


16-(x-1)+4-2:4:2-/x-1=x+2 > 
16x—16+4-x-2=16-/x-1>15x-14=16-/x-1>(15x-14)'=(16-/x=1)' 
225x"+196-420x=256-(x—1)>225x"-676x+452=0 >  X1=2 y  X2=226/225 


Y ahora, al igual que antes, comprobamos las soluciones. 


Ejercicio. Comprueba las soluciones del ejercicio anterior. 


Ejercicio. Resuelve las siguientes ecuaciones 


XxX 


a. Vx+ix—2=2 b.(4x+1=4/9x-2-1  c. (5 
x+2 


Problema. P 


El cilindro de la figura tiene 10 cm de altura y el radio 3 cm. El punto P y Q 
son diametralmente opuestos. Calcula la mínima distancia que los separa so- 
bre la superficie del cilindro. 

Ayuda: abre el cilindro y observa la posición de los puntos 


52. Fracciones algebraicas 
Y ahora, volvamos a operar con fracciones, pero algebraicas. Observa lo siguiente: 


1 2x : g : ; 
A A Esto es la suma de dos fracciones con el mismo denominador. Por tanto, al igual 


1 2x_1+2x 
— + —- == —_—_—_— 


que con números en el denominador, sumamos los numeradores > A 


¿Podemos simplificarlo? ¡¡CUIDADO. RECUERDA! 
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1. 2x 
- =+ 


Xx X— 
numéricas, hay que hallar el m.c.m de los denominadores. Por tanto, tenemos que descomponer 


> En este caso, tenemos denominadores distintos. Al igual que con las fracciones 


“factorialmente” los denominadores ¿Te acuerdas?. 


Pero aquí, ni eso. Ya están descompuestos. 


=> m.c.m [x, (x - 1)] = x(x- 1) Y este m.c.m, ya sabes, igual que en las fracciones numéricas. 


1 
2x  (x-1)1. x2x _(x-1)1. x2x aa ar A (4) (x+1) 


1 E e we - pa 
xx x=1 (a x(x-1) x(x-1) x(x-1) x(x-1)  x(x-—1) x(x—1) 
¿Y si tuviéramos 4 =5 ? Pues tendríamos una ecuación. ¿Cómo se resuelve?  Aplican- 


do la misma forma que ya sabemos ( y con un poquito de esencia) 


1. 2x 1. 2x  2x"+x-1 3-x(x-1) 2 od J 
— 2 — == _—___—_—_——A/> AAA  A pa YM- A+ = . . . = 
ST 2 30 > ie a e 1) mE 1) (2x*+x Ai x (6-1) 3x-(x-1) 


2x +x-123x%-3x > x*-4x+1:=0 > xi=1 y X2= 2413 


Ejercicio. Calcula y simplifica el resultado, si es posible. 


x=2. 2x yy Xx 
x-=1 x-2 x+1 x%+1 


Ejercicio. Resuelve las siguientes ecuaciones algebraicas. 


40 10 
l a a! bs 10 a a =i] 
XxX x=-1 X Xx 10"—x 


4 3 2 
XIX 


Ejemplo. Simplifica la siguiente expresión: 5 
Xx —X 


Podemos realizarlo de dos formas. Pero, primero hay que descomponer 
> x-3x +3x—=x > x(x-3x+3x-1) > Por Ruffini > x-(x-1) 
> xx > x(x*-1)= x(x- 1)(x+ 1) 


Forma 1 => directa 


x 3 xX+3x=x >  xlx-1)P (x-1) 
XX oxelx—1)-(x+1)  x+1 


Forma 2. > Máximo común divisor. Si recuerdas que en una fracción, si dividimos numerador y 
denominador por el máximo común divisor, nos quedaría la fracción irreducible. 
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x(x-1)' 


e del Sa O — A 
Xx —x x(x—1)-(x+1) x(x-1)-(x+1 x+1 
ete 


Problema. La Tierra y la Luna se atraen mutuamente, estando este sistema en equilibrio. Si no 
fuera así, uno de los dos caería hacia el otro. Como la Tierra atrae a la Luna y viceversa, quiere 
decir que en algún lugar entre estos dos cuerpos, la fuerza de 


384400000 m 


atracción debe anularse. Es decir, en ese punto ambas fuerzas son 
iguales y de sentido contrario (¿qué será esto que tiene una direc- 
ción, sentido y valor -intensidad-?). 

Calcula donde está este punto, sabiendo que las fuerzas de atrac- 
Mm 


2 


ción gravitatoria vienen dadas por la expresión F= —G 
Datos: G = 6.674-10” Nm*/kg? M, = 5.972:10% kg m, = 7.3477:10% kg 
dr = distancia Tierra-Luna = 3.8-10* m 


Y ya que hemos hablado del M.C.D (máximo común divisor) y supongo que ya sabes hallarlo, 


Ejercicio. Busca el algoritmo de Euclides para hallar el máximo común divisor de dos números. 
Aplica para hallar el M.C.M de 24 y 90 


52.1. Y ahora, fíjate que curioso: Algoritmo de Euclides geométrico. 
Vamos a aplicar dicho método, pero dibujando, de forma geométrica. Hallemos el m.c.d de 24 
y 90. Ya sabemos que es 6. Hagamos un rectángulo de lado 24 y 90 unidades, y ..... 


24 u 


24u 
90 = 3-24 + 18 
rÚ0 = q0-r1 + r2 


24=1:18+6 


rl = ql:r2 +r3 


M.C.D=6 
M.C.D (r0,r1) = rá4 


Voilá. 
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52.2. Sigamos con fracciones algebraicas. 
Ahora, un poco más difícil (pero nada del otro mundo). Calcula la siguiente resta: 


de Xx 
xX—-1 x-2x+1 
res para hallar el m.c.m. 
x?-1 = (x - 1)(x+ 1) 


x? - 2x +1 = (x-1) 


=> Al igual que antes, hay que "descomponer factorialmente" los denominado - 


m.c.m [ (xÍó - 1), (éÍ - 2x +1)] = (x - 1)*(x + 1) (comunes de mayor exponente y no comunes) 


A 1 E AE x—-1 xel(x1) 
xX—-1 x-2x+1 (x-1)-(x+1) (x-1) (x-1P-(x+1) (x-1)(x+1) 
Fl =R == _ —(x% 1) 


(xP lar (xP xr) (x—1)(x+1) 


Y por qué no "calcula y simplifica” lo siguiente: 


Eos Xx _ X-2x+1 _ (x—-1)* 


x-1 x-2x+1 x(x"-1) x-(x—1)-(x+1) 


ó "resuelve" la ecuación: 


E o ALO do a Za A LUNAS E 
re x= (x-1) (x+1)>-x= x-1>2x-1:20>x"=3 x= /, a 


Ejercicio. Calcula y/o simplifica 


X+x 
2 3 2 2 

An a b. LA Cc XxX 2.X Se +x+6 d ¿l 
X x=1 x+1 3 XFX XxX 

x+1 


52.3. Simplificación. 


¿Cómo se podría simplificar la fracción 18/24? 

Una forma sería hallando el m.c.d y dividiendo el numerador y denominador por éste m.c.d (18, 
24) = m.c.d (2:3%; 2*-3)=2:3=6 

18_18:6_3 


24 24:6 4 
Otra forma, podría ser la siguiente: 


18-28. 83 
24. 243. 95 


=> Y esta, generalmente, se utiliza en las fracciones algebraicas. 


x=1 
x(x+x+1) 


1 
1140 


x + x+1 


52.4. Operaciones combinadas. Más de lo mismo 


Aplica lo que hemos visto, con las jerarquía de operaciones de siempre. 


2x 3,1 x+1 
x=1%"x x?-1 


Ejemplo. Calcula la siguiente expresión (+ 


(1,2% y 1_x81 . pa : ¿de e 


xx xa=I"x ei x"(x-1) (x-1)- (+1) 
2 LJ d+) a 2 LJ loa ; 2 LJ (+1) ; 
x"(x—-1) 1 - x"(x—-1)-1 al (x—-1) q 


_ 2x4x=1-1 _ 2x4x-2 
x—1 x—1 x—1 
Ejercicio. 
x—1 
2 
x—1 x"—2ax+a xa 1 2x 1 
a. ———-1 y. (RL e U--"HÁR= 
x+1 xa x+a Xy 1 xl 
x+2x+1 


53. Ejercicio. Cálculo mental. Calcula mentalmente las siguientes operaciones 
345 + 238 ; 567 - 983; 45:6:836:5:;567:6:894:5:; 20% de 478 : 30% de 874 


54. Proporcionalidad Inversa 
Volvamos a la proporcionalidad. Ya estudiamos la proporcionalidad directa. ¿Te acuerdas? 


Vamos a resolver algunos problemas que ya hiciste. 


Problema. La siguiente gráfica representa el espacio (en kilómetros) recorrido por una perso- 
na que va dando un paseo en función del tiempo (en horas). Como puedes observar son magnitu- 
des proporcionales. Responde a las siguientes pregun- 


T TT > - >” E 
Q 1 2 3 4 5 
E 29 —] 


tas. La 


- ¿Cuál sería el espacio recorrido a las 4 horas? 


- Si estuviera andando 7 horas, ¿cuál sería el espacio 
recorrido? 


- ¿Cuánto tardaría en recorrer 20 km? 


- Rellena la siguiente tabla 


| Tiempo (horas) | 0,5 [1 |2 | |20| 
Espacio (km) | | 


LEAL M = 


- ¿Cuál es la pendiente de la recta? ¿cuál es la constante de proporcionalidad? 


- Por tanto, ¿cuál es la velocidad a la que la persona va dando el paseo? 
- ¿Cuál sería la expresión algebraica que relaciona el espacio recorrido en función del tiempo? 


Ejercicio. Halla un triángulo semejante a un triángulo rectángulo de lados 6, 8 y 10 cm, donde la 
razón de semejanza sea 3/2 y otro donde aumenten sus lados un 25%. 
Calcula lo siguiente: 


- Calcula el área del triángulo inicial. 
- Calcula el área de los triángulos semejantes a partir de sus razones de semejanza. 


- Si en el triángulo de 6, 8 y 10 cm aumentase su área un 50%, ¿cuáles serían el área y los lados 
de este nuevo triángulo semejante? 

Si recuerdas, existe una razón de proporcionalidad, semejanza, .. que es constante. Es decir, 
que ambas magnitudes aumentan o disminuyen en la misma razón, porcentaje, etc. 


Pero, ¿y si una aumenta el doble y la otra disminuye a la mitad?. A este tipo de proporcionali - 
dad se le llama Proporcionalidad Inversa. Por ejemplo, observa la siguiente tabla. 


12 
10 
Magnitud A 1 5 4 10 
MagnitudB 10 5 2 2,5 8 
[s2] 
36 5 
Si representamos estos puntos > = 
=>” 2,5 , 
Cuando A = 1 se multiplica por 2, (A=2), entonces > 
B pasa de 10 a 5, la mitad. O si A = 1 se multiplica 
sai 0 
por 5, B queda dividido por 5. 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 


Es decir, si A se multiplica por un número "k", B 
lo mio a Magnitud A 
queda dividido por "k", y viceversa. 
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Ahora, fijémonos en lo siguiente. En la proporcionalidad directa, si dividíamos las magnitudes 
A/B, era constante y se llamaba "constante de proporcionalidad directa”. Ahora ocurre lo si- 
guiente: 

1-10 = 2-5 = 5-2 = 4-2,5 = AB = 10 = constante de proporcionalidad inversa. 


SiA'B=10 >B-= 10/A. 


Es decir, y = 10/x. Nuestra gráfica corresponde a una función de la forma: f(x) = 10/x. 


De forma general, la proporcionalidad inversa la podríamos describir mediante una función 
de la forma f(x) = k/x, donde k es un número real. ¿Qué tipo de función es esta? Un poco más 
abajo la estudiamos. 


Ejemplo 

Supongamos un coche que viaja a una determinada velocidad, tarda un tiempo + en hacer un 
trayecto. Es lógico pensar, que si aumentamos la velocidad al doble, el tiempo que tardará será 
la mitad. Supongamos que tarda en hacer un determinado trayecto 7 horas a una velocidad de 
20 km/h. Rellena la siguiente tabla. 


La constante de proporcionalidad inversa es 20-7 = 140 
V (km/h) 20/40 15 | 20+ 40% de 20 
, E Esta constantes es: 20 km/h : 7 h = 140 Km 
Th) E E ¡ el espacio recorrido en ese trayecto |! 


- Para hallar “x”, no nos hace falta hacer cálculos extraordinarios. Su velocidad ha pasado de 
20 a 40 km/h (se ha doblado), por tanto, tardará la mitad, 3.5 horas. 


- Para hallar la “y”, podemos aplicar la regla general => 20-7 = 15:y ó 15y = 140 (cte de 
prop. Inversa) > y = 140/15 = 28/3 = (27+1)/3 => 9 Y3 horas. Es decir, unas 9 horas y 20 mi- 
nutos (si Y = 0.333... entonces son 9.33 horas ó Y3 de 1 hora son 20 minutos) 


- Otra forma de razonar podría ser la siguiente: 


Como la velocidad de 20 km/h ha pasado a ser las < de 20 = - 20 = 15 km/h > quiere decir 
que el tiempo, 7 horas hay que dividirlo por + =>7:3= 7-:4/3 = 28/3 horas >  9%ho- 
ras = 9 horas y 20 minutos 


- Supongamos ahora que la velocidad aumenta un 40%, ¿cuánto tardaría? Tardaría "z" ho- 
ras 


20 + 20:40/100 = 28 km/h 
si aumenta un 40%, la nueva velocidad seria de un 140% —=  20:140/100 = 28 km/h ó 


O, 


por cada 100, aumenta 40 => por cada 10 aumenta 4. Por tanto, si v= 20 km/h, aumentaría 2:4 = 


Y 


8 km/h y la velocidad pasaría a ser de 28 km/h ó 
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como el 20% de ..., es la quinta parte de .., >1/5de 20=4 > el 40 % de 20 será 
2:1/5 de 20 = 8 


Vale, ya está. La velocidad será de 28 km/h 


Si v = 28 km/h entonces 140 = 28:z => z=5 horas 


54.1. Observemos lo que le ocurre ahora a una proporcionalidad inversa. 


Volvamos ahora al primer ejemplo, donde las magnitudes A y B son inversamente proporciona- 
les. 


Magnitud A (1 2 (12) 5(15) 4(1:4) 
Magnitud B 110 5(10:2) 2(10:5) 2,5 (10:4 = 5/2) 


Como ya sabemos: 1:10 = 2-5 = 5-2 =... = 10 


e a AR A Blas , 
Pero 1:10 = y =i 2H = Y 4-5/2 1 > Por tanto: 
10 5 e 5 
2 
Magnitud A 1 2 5 4 Las magnitudes A y 1/B son directamente 


proporcionales y nos permite tratarlas como 
tales, con las ventajas que conlleva. 


Magnitud 1/B (1/10 (1/5 |1/2 | 2/5 


constante de proporcionalidad directa de 


a a 0 
1 1 1 1 á 
e e y ha las magnitudes A y 1/B 
2 


Problemas. Resuelve los siguientes problemas, primero como inversa. Y después, lo pasas a di- 
recta y lo vuelves a resolver. Comprueba los resultados. 


a. 8 pintores tardan 20 días en pintar una pared. ¿Cuánto tardarán 10 pintores? 


b. Una fuente que vierte 100 litros por minuto, tarda 8 horas en llenar un depósito ¿Cuánto 
tiempo tardará otra fuente que vierte 300 litros por minuto en llenar dicho depósito? 


Serías capaz de resolver lo siguiente: 


c. Una fuente que vierte 100 litros por minuto, tarda 8 horas en llenar un depósito de 40 m'. 
¿Cuánto tiempo tardará otra fuente que vierte 300 litros por minuto en llenar un depósito 
de 180 m'? 


Y ya que estamos, vamos a estudiar la función de proporcionalidad inversa. 
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Ejemplo. Queremos hallar todos los valores de base y altura posible de los rectángulos de área 
16 u?. Si cogemos los valores pertenecientes a los naturales y hacemos una tabla, entonces 


16 La base y la altura son dos magnitudes inversamente 
proporcionales. Su constante será el área = b:h = 1:16 = k = 
1 16 u? (el área) 


Base (b) 
Altura (h) 


Ha 
2) 
00 


Ha 


6 


00 
SS) 


Representemos en una gráfica, con la base en el eje OX y la altura en el eje OY. Si represen- 
tamos la función h = 16/b (para valores positivos de b), obtendremos todos los valores posibles. 


Esta es la función típica de propor- 
cionalidad inversa: La Hipérbola. En 
este caso tenemos una rama de esta 
hipérbola (valores positivos de base). 


Si nos fijamos, vemos que cuando 
nos acercamos ax=0, la "y" (altura) 
se va hacia (tiende a) «o, y se expresa 
como lim16/x=w . 


x>0 


O cuando la “x" (base) la hacemos 
muy grande (tiende a <o), la "y" (altura) 
se acerca (tiende) a cero y se expresa 


"* "como  lim16/x=0 


x>00 


Nota: Observa la forma de describir lo que ocurre en esos valores: cuando le damos a x un va- 
lor muy pequeño, y cada vez más cercano a 0 sin llegar a darle O, estamos dividiendo por un nú- 
mero extremadamente pequeño. Entonce, el valor que obtenemos es muyyyyyyy grande. 


16/0.1=160; 16/0.01 = 1600 ; 16/ 0.001 = 16000 ..... 16/10 = 16-10 


Por eso, lim 16/x=00 


x>0 


Al contrario, cuando le damos a "x" un valor cada vez mayor, al dividir, obtenemos un número 
muy pequeño, tan pequeño como queramos. Pero nunca podremos obtener el valor de y = O. 
16/10 = 1.6; 16/100 = 0.16; 16/1000 = 0.016 ....... 16/10 = 16-10 = 0,00000........16.. 
Por eso, lim 16/x=0 


x>00 


Cómo xy =k=16 > y = f(x) = 16/x. Estudiemos esta función para todos los valores posi - 
bles de “x", ya sin la restricción de que sean valores positivos. 
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Dom f = R - (0). Por eso, en 
la función que hemos visto 
arriba, nos podíamos acercar a 
cero lo que quisiéramos, pero 


nunca darle a x el valor de O. 
(la gráfica no corta al eje OY). 
Si la representamos, obtene- 
mos la gráfica de la derecha. 


Resultado: Sí en la grafica tomamos un valor de x = 2 => tenemos y = 8. O si tomamos y = 0.5 => 
tenemos x = 32. Si los multiplicamos (2: 8 = 32:05 = 16), el resultado es 16 = k. Esto nos da 
una forma de esbozar y/o calcular el valor de k de una función inversa de forma sencilla. 


Podemos observarlo, si hacemos un zoom a una de las ramas, y cogemos cualquier punto 
(Xo yo) por los que pasa la hipérbola. Por un lado, el producto Xo : yo = 16 (= k) es igual al área del 
rectángulo, que es constante. O al contrario, y como ya hemos comentado antes, la gráfica pasa 
por puntos (Xo ,yo) que cumplen Xo : yo = 16 (= k) 


Area de IJKL = 16 


Ahora podemos observar las dos ramas de la hipérbola. ¿Qué ocurre cuando nos acercamos a 
x = Oo cuando x, en valor absoluto, toma valores cada vez más grandes. 


Ya sabes que lim 16/x=w0 . Cuidado, esto ocurre cuando me acerco a x = O por la derecha. 


x>0 


¿Cómo lo expresamos? 

x 0.1 0.01 0.001 (0.0001 — lim 16/x=00 
x30” 

y 160 |1600 16000 160000 


Por otro lado, también hemos visto 
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x 10 100 1000 10000 lim 16/x=0 
y 16 0.16 0.016 0.0016 


Y en la rama de la izquierda, ahora nos acercamos a x = O por la izquierda 
x |-0.1 -0.01 -0.001 | -0.0001 | lim 16/x=—00 
y -160 -1600 | -16000 -160000 


Yi. 
x -10 -100 -1000  -10000 lim 16/x=-0=0 
y -16  |-016 -0.016 | -0.0016 


Ejercicio. Esboza la hipérbola y = -2/x, y expresa los límites como en la anterior. 


54.2. Puntos de corte con los ejes. 


En nuestro caso, no hay puntos de corte con los ejes (no quiere decir que siempre sea así, de - 
pende de como sea la función. Ya lo veremos más adelante). 


Corte con eje OX>y=0 y=16/x => 16/x= 0. No hay ningún valor de x que nos de y = O, 
como ya hemos visto, por muy grande que sea el valor de "x". 


Corte con eje OY >x=0  .El dominio de la función es R - (0). Ese valor no lo puede tomar. 
No hay puntos de corte con este eje, tal y como se ve en la función representada. 


Cómo hemos visto, la gráfica se va pegando, acercando, tendiendo a la recta vertical x = O y 
a la recta horizontal y = O, sin llegar a cortarlas. Estas dos rectas (que en este caso coinciden 


con los ejes OX y OY) se llaman Asíntotas de la función y son los ejes de esta hipérbola. 


Dominio. Si observamos la gráfica, hay un valor que la función no toma, y es x = O. El Dominio de 
esta función es R - [0) ¿por qué? 

Nuestra función es f(x) = 16/x. Cuando 
nos acercamos a x = O tanto como quera- 
mos, la función se va hacia -e> o +0, depen- 
diendo por donde me acerque. Ya hemos 
visto porqué. Pero sin embargo, no le pue- 


“do dar el valor x = O. No existe. 


Por tanto, en este caso que tenemos de- 
nominadores, no estarán en el dominio los 
valores que anulan el denominador. => 
Dom f = R- (0). 


e 


También observamos que ocurre algo que en las anteriores no ocurría: si cojo un bolígrafo y 
recorro la gráfica de izquierda a derecha, no la puedo recorrer entera sin tener que levantar el 
bolígrafo. Hay un "salto" en x = O (el valor que no está en el dominio). Esto es lo que se viene 
llamando una discontinuidad en x = O (continuidad de funciones). 


Nota: Podríamos discutir si la función f(x) = 1/x es discontinua en x = O o no, ya que en su do - 
minio no está el “0”. Y, por tanto, la función sería continua en todo su dominio. Pero no vamos a 
entrar en cuestiones "filosóficas" y nosotros vamos a hablar de que esta función presenta una 
discontinuidad en x = O (no nos compliquemos más de lo que ya lo tenemos en el curso). 


En este caso, la función es continua en todos los puntos menos en x = O, que hay una dis- 
continuidad (de salto). Este tipo de discontinuidad se llama “de salto infinito”. (recuerda 
los límites en x = 0) 


54.3. Crecimiento-decrecimiento 


Observemos las funciones y = 16/x (gráfica roja) e y=-16/x (gráfica violeta) 


Si recorremos la gráfica roja 
(y = 16/x) de izquierda a derecha, siem- 
pre va hacia abajo. Saltamos en X = 
O y seguimos hacia abajo. Es decrecien- 
te. (ya lo hemos visto con sus límites) 


Si observamos la violeta (y = -16/x), al 
contrario, va hacia arriba. Es creciente. 


Generalizando, dada la función 
y = k/x, cuando k > O, la gráfica es 
decreciente. Cuando k < O, la gráfica 
es creciente. 


Ejercicio. Halla el dominio y esboza las siguientes funciones. Describe lo que ocurre cerca del 
punto que no pertenece al dominio con límites. Halla sus asíntotas. Estudia su continuidad y el 
crecimiento-decrecimiento 


1 
Q. ¿e b. IE C. o 


Ejercicio. Escribe la ecuación de las siguientes hipérbolas. 


Ejercicio. ¿Serías capaz de esbozar las dos funciones de más abajo? Yo creo que si. Observa 
lo que ocurre, halla su dominio y explica, con la forma de límite, que has observado. DÍ las asín- 
totas y estudia su continuidad. Halla los puntos de corte con los ejes. Estudia su crecimiento- 
decrecimiento. 
_4 

x+2 


b. y 


54,4. Traslaciones de la función y = k/x 


Al igual que las otras funciones, podemos trasladarla para arriba, abajo, a derecha y a izquier - 
da. Ya lo has observado en el ejercicio anterior. Pero antes unos ejercicios para recordar. 


Ejercicio. Escribe la expresión algebraica de las siguientes funciones. Halla su dominio y estu- 
dia su crecimiento-decrecimiento. 


Ejercicio. Halla el dominio y esboza las siguientes funciones, estudiando su crecimiento-decre- 
cimiento: 


a. y=(x2-1  b. y=/l=x* Co y=-x*5 d. y =x?*+2x+1 


Volvamos a la función inversa. 


Le k 
La forma general de nuestra función inversaes  y= E 


+q . Al igual que en las otras, el pa- 


n_n y 9. 


rámetro "p" va a determinar el desplazamiento horizontal y "q" el vertical, siendo "k" la cons- 


: a E . 1 1 
tante. Si analizamos la función inversa que hemos visto hasta ahora y === a 
X x— 


+0 ,los 
ejes de la hipérbola eranx=0e y = 0. 


En el caso general, los ejes de la hipérbola serán las rectas x= p e  y=q, que serán las 
asíntotas de dicha función. Veamos dos ejemplos. 
=2 


Ejemplo. Esbozar la función E 


Observa su representación gráfica a la de- 
recha. En este caso, los ejes de la hipérbola 
serán las rectas x= p=-1e y=q=0 (hay un 
desplazamiento horizontal de valor 1 hacia la , 
izquierda y no hay desplazamiento vertical) 
que serán las asíntotas de nuestra gráfica. 


7 6 5 4 3 2 31 


La función no puede tomar el valor de x = -1, 
ya que anula el denominador. Dom f =R - [-1), y 
eso hace la barrera vertical característica de 


este tipo de funciones. 


Por otro lado, el centro de los ejes de esta hipérbola, es el punto (-1, 0). Hagamos este punto 
nuestro centro de coordenadas. Si tomamos, por ejemplo, 1 unidad hacia la ¡izquierda (-1) y 2 
para arriba (+2) > -1:2 = -2 = k, nos da un punto de la gráfica (área del rectángulo azul). 


Así, podemos tomar varios puntos, a partir de este centro, que cumpliendo la condición de 
xy = -2, nos permite esbozar la gráfica de manera sencilla, a ambos lados de la asíntota verti- 
cal, como ya vimos en el ejemplo de la hipérbola y = 16/x. El producto de las coordenadas de 
cualquier punto (Xo,yo) de la hipérbola, tomado desde sus ejes, es Xo yo = -2 = k 


En cuanto a los puntos de corte con los ejes, existe un punto de corte con el eje OY. El punto 
(0,-2). Vamos a calcularlo 


_ eS tl P 
xz0 >» E > y= - 2 > (0,-2) 


La descripción de lo que ocurre cerca de x = -1 y para valores de x que tienden a «o y -oo lo 
describimos con los límites. Esta es una forma de calcular las asíntotas verticales y horizonta- 
les. Observando la gráfica vemos lo siguiente: 


=2 


lim = —o0 y lim nx = -1 es asíntota vertical 
x>-1" x+1 x>-1* 


lim 7 =0 y lim 7? =0 =>y=0  esasíntota horizontal 
x>00 x+1 x>—00 x+1 
Ejemplo. Esboza la función y= +2 


En este caso, tenemos la misma hipérbola que en el caso anterior, pero desplazada vertical - 
mente hacia arriba 2 unidades (gráfica violeta). Basta desplazar cada punto de la hipérbola na- 
ranja 2 unidades hacia arriba, y obtenemos la hipérbola violeta. 


En este caso, los ejes de la hipérbola son las recta x=p=-1 e y=q=2, son las asíntotas 
de esta gráfica. El centro de los ejes es el punto (-1, 2). Al igual que antes, tomando este punto 
como origen, se pueden coger puntos que cumplan la condición Xoryo = -2 y podemos ir esbozando 
la gráfica. Por ejemplo, los del rectángulo verde. 


Puntos de corte con los ejes de la hipérbola violeta 


En la gráfica, el punto de corte con los ejes es el (0,0). Vamos a comprobarlo 


Corte con el eje OY> x=0 yA >y=0 > (0,0) 
Corte con el eje OX=> y=0 ya > 0==2 4 => a? 
x+1 x+1 x+1 


-2:(x+1)=-2 => x=0 >= (0,0) como era lógico. 


Asíntotas. 
Observando la gráfica, vemos: 


lim =4+2=-0o y lim =4+2=00 > asíntota vertical x=-1= p 
x9-14 x+1 sa EL 
. —=2 . =2 Y . a az 
lim —=+2=2 y lim —+2=2  =asíintota horizontal y = 2 =q 
x>0 x+ Xx >-00 x+1 


Ejercicio. Dadas las siguientes hipérbolas halla el dominio, la ecuación de sus ejes, los puntos 
de corte con los ejes OX y OY. Esboza dicha función. Estudia su crecimiento-decrecimiento 
: bl y=2-2  c y(x*2)=-1 


x-3 x+1 


Q. y=3+ 


d.  (x-2)(y-1)=1 => Pista: despeja la "y" 


Ejercicio. Observando las dis- 
tintas gráficas de la derecha, 
expresa los ejes de las hipérbo- 
las y halla su expresión algebrai- 
ca. 


Escribe, en forma de límites, * 


Ñ 


lo que ocurre en sus asíntotas. 


. . . , . ., XxX 
Ejemplo. Y volviendo a las ecuaciones, sabrías resolver, por ejemplo, la ecuación 2) 
Xx 


Si resolvemos de forma analítica, haríamos lo siguiente: 


Ez A Man 
Y_z0 > dx=0x > /x=0 > x=0 ysinonos fijamos más, ahí se queda. 
XxX 


Vamos a representar con geogebra la función yadZ , cuyo dominio es (0, o) => 
X 


Vaya, x = O no puede ñÚ 
ser, ya que no está en el 
dominio. 

¿y si observamos los pun- 
tos de corte con el eje OX 
(si existen)?. 


¡Parece que no hay! No 
existen puntos de corte de 
la función con el eje OX. > 


Es decir, la ecuación no 


tiene solución. 


Si observamos su comportamiento, no existe f(0). Se observa que x = O anula el denominador 
y, si nos acercamos a O por la derecha, la función se va para infinito - cuando nos acercamos a 


O, digamos que el denominador “x" corre más rápido a O que el numerador ( lim*%=ox ). 


x>0" X 


Cuando “x" va creciendo con valores grandes, este valor se va haciendo cada vez más grande 


que /x ,es decir, la función tiende a0 ( lim*%=0 ). 


x>00 


Por tanto, cuando resolvamos una ecuación (un tanto rara o no tan rara), debemos observar 
muy bien la solución que hemos obtenido, y ver si es posible o no. 


1 
- ., Úx e / 1 1 . . ., : 
Volviendo a la función y=“=*T—=x NE , tiene pinta de función racional, donde x 
XxX xX Vx 
2 


XxX 


solo puede tomar valores positivos . Vamos a compararla con la función y = 1/x 


: Si pensamos un poco, y vamos dando valo- 
res cada vez más grandes a la variable x, el 
denominador cada vez es mayor que el nume- 
rador, pero menos que en la función 1/x 


., lx 
(azul). Por eso , la función y="*%= 


1 
— (ver- 
1 XxX y Xx 


de) se va acercando a O más lentamente que 


la función 1/x. Si vamos dando valores cada 
vez más cercanos a O, se nos va a infinito, 
como ya sabemos, pero también más lenta- 
mente que la función 1/x (ya hemos visto este 
resultado en la gráfica y expresado en los lí- 
mites). 


Y ya que estamos, resuelve, de forma analítica, el sistema de ecuaciones siguiente: 
=Y4 


_4x_ 1 
¿ds 


=> La solución que obtengas de este sistema debe ser (1,1) [x= 1: y = 1], 
Ñ .e- . 
1 como puedes observar en el punto de corte de las dos gráficas anteriores. 
y= Y 

Xx 


Problema. ¿Cómo lo resolverías? Hazlo de forma analítica y con un dibujo. 
Se sumerge una parte de un palo en una charca, de manera que la parte no sumergida es el tri- 
ple de la parte sumergida y es 10 metros más larga que la "parte sumergida”. 


55. Inecuaciones con x en el denominador. 
. . . ., Xx 1 
Imaginemos que nos dicen: Resuelve la inecuación O 


Podemos actuar como en una de segundo grado. 


Valores que anulan cada uno de los factores x-1 = 0 (x = 1) y x+3 = 0 (x = -3) 


=3 +1 
(x- 1) 4 -1=-5(<0) O-1=-1 (<0) 2 - 1=1 (0) 
(x + 3) -4 +3 = - 1 («0) 0 +3 = 3 (20) 2+3=5(0) 
(x - D/(x + 3)>0 >0 <0 >0 
Es, =3) (1, eo) 
¿Qué ocurre con x=1 y x= - x = -3 no entraría, ya x = 1 entraría, ya que el 
3? que anula el denomina- cociente puede ser 0. 
dor y ya sabemos que > 1-1/1+3 =0 
no es posible (-oo, [1, eo) 
-3) 
Resultado: (-eeo, -3) U [1, «o) 


x-1:0>  x=1 ¡rs IA eres 
x+3=0 >x=-3 y 


Veamos ahora un resultado interesante 


X= 1 ., X= 1 . yA ., 
ere >0 > Representemos la función 1 ¿Qué función es? 


Vamos a dividir los dos polinomios 


x-1 | x+3 
=x-3_ 1 Aplicando la prueba de la división: 
-4 
AN x-1_ -4 .. , 
> es =1+ A Es una hipérbola 


3:8 


Esta hipérbola tiene k = -4 (creciente), con ejes en x=-3e y = 1 (asíntotas). Es la función 
y = -4/x desplazada horizontalmente 3 unidades hacia la izquierda y 1 unidad hacia arriba. Va- 
mos a representarla. 


Los puntos de corte con los 


ejes, como puedes ver en la gráfi- 
ca, serán: 


> (0, -1/3) 


Eje OX > y=0 > 
E do 
x+3 x+3 


—(x+3)=-4>x=1 E (1,0) 


. ., x—1 tr. 
Resolvamos ahora la inecuación 24350 > Observando la gráfica, vemos que para valores 


x—1 
x+3 


a, y. 


de "x" pertenecientes al intervalo (-«e, -3) y al intervalo [1, «o), y > 0 ( 


0 ), que coincide 


con el resultado obtenido de forma analítica. 


Por otro lado, ya sabemos que x = -3 no puede ser, ya que anula el denominador. Entonces, 


lim A y lim 2 ios 
x>-3% X+ x>-3* X+ 


Ejercicio. Resuelve las inecuaciones siguientes, analítica y gráficamente. Halla también los pun- 
tos de corte de las gráficas correspondientes de forma analítica y compara con la gráfica. 


x+2 2x-4 
e b. e >0 Cc. (x-2)(x+3) 


Ejemplo. ¿Serías capaz de resolver la inecuación xy <12? 
xy<1 => y<1/x 


Vamos a representar (esbozar) la función y = 1/x en la página siguiente, que aquí no nos cabe 
(que ya sabes hacerlo) 


A] 


Los valores 1/x son los que corresponden Entonces, los valores de "y" que son menores 
a la gráfica (rojo) que 1/x serán los correspondientes a la parte 
sombreada. 


Bueno, para no agobiarnos, sigamos recordando de cursos anteriores: 


56. Problemas de Proporcionalidad, propiedades y repartos. 


Problema. Una casa se ha anegado. Se utilizan dos bombas que han tardado 6 horas en sacar 
todo el agua. Si se hubieran utilizado 3 bombas, ¿cuánto hubieran tardado? 


56.1. Propiedades. Volvamos de nuevo donde empezamos, a la proporcionalidad. Vamos a ver 
una propiedad de la proporcionalidad directa que nos va a ser muy útil. (Ya hace un tiempo, rea- 
lizaste un ejercicio en el cuál viste las algunas propiedades de la proporcionalidad). 


Imaginemos que tenemos la siguiente tabla, de un ejemplo que ya vimos. 


A > Constante de proporcionalidad k = 2 


Su representación es la gráfica de la dere- [* 
cha. [ 

Es una recta de pendiente K' = 1/k = 5 (como 
ya viste). La ecuación de la recta de propor- | | 
cionalidad es y = 5 x. E | 


Observando la tabla vemos que 1/2 ET 


Además, ocurre lo siguiente: "4 CAT+TTTETITE? 


2_6_2+6_6-2_ 
13. 143 3=1 


Con estos valores, la tabla quedaría: 


A 2 6 |2+6=8 |6-2=4 
B (1 13 |1+3=4 | 3-1=2 


donde tan a. = m= 5 


¿Cuál será este ángulo? Responde 


Si cogemos en el eje OX los valores 


de la magnitud A y en el eje OY los de 
la magnitud B, se forman triángulos se- 


mejantes. En todos esos triángulos los 
tres ángulos son iguales. Por tanto, sus 
lados son proporcionales. 


Y observamos que, cuando cogemos 
los valores de 6+2=8, corta a la recta 
en el punto y=4=3+1. Por tanto, cumple 
la ecuación de la recta. Y lo mismo con 
el punto (6 - 2, 3 - 1). 


Generalizando, si tenemos dos magnitudes A y B directamente proporcionales se cumple lo si - 
guiente: 
..a_ Cc 
si H=2 = 
bd erd c- 


Esta propiedad nos va servir para resolver el reparto, tanto directo como inverso. 


56.2. Reparto directo. 
Imaginemos una situación fácil, de manera que sea sencilla su resolución. 


Supongamos una madre que va a repartir 100 muñequitos entre sus hijos Luis y Antonio, que 
tienen 2 y 3 años, respectivamente. Y lo quiere hacer de forma directamente proporcional a sus 
edades. 


Llamemos “x" al número de muñecos que se lleva el hijo de 2 años (Luis), e "y" a los que se lle - 
va el hijo de 3 años (Antonio). Por tanto, como el reparto es directo, las cantidades que se lle - 
van cada uno tienen que ser proporcionales a sus edades. Por tanto, 


L> x A -> y X + y = 100 Total muñequitos 
Edad = 2 | Edad = 3 2+3=) Total Edad 

x_ La = ¡ ¡ = pa —100 _ = 

773 k= aplicando propiedades 342.5 20=k 


x = 2:k= 2:20 = 40 muñequitos para Luís ; 


Pero tantas x e y suena a sistema de ecuaciones. 


y x+ y=100 
Sabemos que x + y = 100 y que 5=3 > Sistema xX_y > 
2. 3 
Si representamos, obtenemos: 


y = 3:k = 3:20 = 60 muñequitos para Antonio 


Vamos a ver un ejemplo más ¿complejo? 


Luis y Antonio crecieron. Quisieron montar un bar y no tenían entre los dos el capital sufi - 


ciente. Se lo dijeron a un amigo suyo, David, y entre los tres consiguieron el capital suficiente 
para montarlo. Luís, Antonio y David aportaron cada uno lo que tenían ahorrado en ese momen- 
to. 


Luís aporta 30.000 €, Antonio 20.000 € y David 10.000 €. Los beneficios del primer mes (así 
como todos los meses) se repartirán de manera proporcional a la parte aportada al comienzo. Si 


el primer mes han obtenido 1.500 € de beneficio, ¿cuánto le corresponde a cada uno? 


Vamos a pensar, primero, de forma razonada. En total han aportado 60,000 € 


Se llevará de los beneficios 
Luís ha aportado 30.000€= ¿de 60.000€ >= 


1 


2 de 1.500 = 750 € 
Antonio aportó 20.000€ = Ys de 60.000€ >= Y de 1.500 = 500 € 


David aportó 10.000 € = 1/6 de 60.000 € >= 1/6 de 1.500 = 250 € 


1.500 € 


Vamos ahora a aplicar las propiedades de la proporcionalidad y veremos que obtenemos el 
mismo resultado. 
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Loa 


Supongamos que Luís se llevará "L" euros de los beneficios, Antonio "A" euros y David “D" eu- 
ros. La cantidad que se lleve cada uno debe ser proporcional a la cantidad aportada por cada 
uno al comienzo. 


Aplicando la propiedad anterior 


L A D L+A+D = 1500€ | Total Beneficios 
30.000€ 20.000 € 10.000€ 30.000 + 20.000 + 10.000 = 60.000€ Total Aportado 


L _ 1.500 


30.000. 60.000 L = 30.000 - 1.500 / 60.000 = 750€ Y así con el resto. 


A _ 1500 


20.000. 60.000 > A= 20.000 - 1500 / 60.000 = 500 € 


D _ 1.500 


10.000 60000 > y = 10.000: 1500 / 60.000 = 250 € 


56.3. Reparto Inverso 


Pero llega su padre y cree que debe de repartirse de forma inversa a las edades de Luis y 
Antonio Bueno, ya sabemos el resultado. A Luis, de 2 años, le corresponden 60 y a Antonio, de 3 
años, 40 muñequitos. Vamos a comprobarlo. 


L>ox Amy El reparto es inverso. Por tanto, 2-x = 3-y = Vamos a convertirlo en di- 
recto y aplicamos la propiedad anteriormente vista. 


x2=y3 > £=%=k > Es decir, tenemos un reparto directo de los 100 muñequitos a + 
y va. Actuamos igual que antes 


SS 
ER 
UY 


=1%0 1008120 > 


ATT 


3/=120 > x=120-/,=60 muñequitos paraLuis Y + =120 > y=120-/,=40 muñequitos para Antonio 


2 3 


Pero como antes, tantas x e y. Vamos a un sistema de ecuaciones. Por un lado, x + y = 100, 
como antes. Y por otro, como el reparto es inverso, 2:x = 3-y. Entonces, 


a x+ y=100 
x+y=100| 3 pe Resolvemos representando 
2x=3y 1 3 
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Imaginemos ahora que, en vez de repartir los beneficios de forma proporcional, lo que van a 
hacer es repartir el tiempo de trabajo. El que más haya aportado, pasará menos tiempo traba- 


jando, y siempre de forma proporcional. Es decir, tenemos un reparto del tiempo inversamente 
proporcional al aporte de cada uno al comienzo. Supongamos que el bar va a abrir durante 12 
horas. Al igual que antes, razonemos 


Luís ha aportado 30.000€= ¿de 60.000€ => Trabajará 2 partes de tiempo del total 
Antonio aportó 20.000€= Yide60.000€ => Trabajará 3 partes de tiempo del total 
David aportó 10.000 = 1/6 de 60.000€ = Trabajará 6 partes de tiempo del total 


Tiempo trabajo total => 11 partes de tiempo es el total 


Quiere decir que, si el bar abriera 11 horas, Luís trabajaría 2 horas, Antonio 3 horas y David 


6 horas. 
Cómo el bar abre 12 horas, ¿cuánto trabajaría cada uno, aproximadamente? 


Si abriera 11 h, Luís trabajaría 2 h. Pero el bar abre 12 horas. Vamos a calcular lo que traba- 
jaría por cada hora de apertura. Lógicamente trabajaría 2/11 horas por cada hora de apertura. 


( E= > x= horas «12 minutos). 


En 12 horas trabajará 2 + 2/11 horas = 2,18 horas - 2,20 horas = 2 horas 12 minutos 


O mejor, desde otro punto de vista, que nos servirá para los tres. El bar abre 12 horas, que 
es 1 hora más de las 11 hipotéticas. Por tanto 


Si dividimos 1 hora en 11 partes > 1/11 = 0,09 horas = 0,1 horas = 6 minutos 


Luís trabajará 2 partes de las 12 horas = 2 partes de 11 2h 12 
horas + 2 partes de 1 hora - 2h + 2:6 minutos = 2h 12' 


Antonio trabajará 3 partes de las 12 horas = 3 partes de 11 


3h 18' 
horas + 3 partes de 1 hora - 3 h + 3:6 minutos = 3h 18' 


David trabajará 6 partes de 12 las horas = 6 partes de 11 


horas + 6 partes de 1 hora - 6 h + 6:6 minutos = 6h 36' 6h36 
lih 66' > 12h €' 


¿6 minutos de más? Si tenemos en cuenta que el error cometido ha sido redondear 0,09 ho- 
ras, aproximadamente, a 0,1 horas nos lleva a un error por exceso de 0,01 horas (0,6 minutos 
por hora), que corresponde aproximadamente a esos 6 minutos. 


¡Pero bueno, son solo 6 minutos más de trabajo total repartido entre los tres de manera in- 
versamente proporcional al cabo del día! Creo que pueden asumirlo. 


O de otra forma, aplicando las reglas de la proporcionalidad inversa. 


Xx y z El reparto es inverso. Vamos a convertirlo en directo y 
30.000 € |20.000€ 10.000 € aplicamos la propiedad anteriormente vista. 


x:30000 = y:20000 = z:10000 > y Du — > Proporcionalidad directa. 
0 0 0 


X+yY+z 


an o a 2000 o e E Ton o 


| Y 

xo _ 12 y dh 30000 
a A 
30000 /30000 /20000 / 10000 30000* /20000* /10000 60000 


A 
20000, 3 


ad) =12-37 -218hr2h12'; a ET =327/h3h20 
60000 60000 


Por tanto, 


y 22127 =02:=12:2-7 = 2(3,27 h) + 6h 36 


Problemas. 


a. Se reparte un premio en una marathón entre los tres primeros corredores que lleguen a la 
meta. Es lógico pensar que, el corredor que tarde menos tiempo (el primero), se llevará un pre - 
mio mayor. Luego, en este caso, el premio se va a repartir de forma inversa al tiempo empleado. 


El premio es de 12.100 € entre los tres primeros corredores, sabiendo que el primero tarda 2 
horas, el segundo 2 horas y cuarto y el tercero 2 horas y media. El 1? recibirá “x" €, el 2% "y" € 
y el 39 "z" €. 


Pista. Pasar los tiempos a minutos, para tener una unidad de tiempo escrita de forma sencilla. 


b. Una joya está constituida por una aleación de oro, plata y bronce. Esta joya pesa 5 gr y con- 
tiene 3 partes de oro, 3 partes de plata y 3 de bronce. ¿Cuántos gramos de cada uno de estos 
metales hay en la joya? 


c. Un padre va a repartir una herencia de 100.000 €, inversamente proporcional a las edades de 
sus hijos. Las edades de estos son 6, 12 y 18 años. ¿Cuánto le corresponde a cada uno de ellos? 


57. Y los repartos nos lleva a la probabilidad. Probabilidad. 


Si has buscado las distintas definiciones, las que vamos a utilizar este curso y que nos son 
más prácticas son las definiciones clásica y frecuencial. 


Medida Clásica 


Esa medida "clásica" proviene del estudio de los juegos de azar. Intuitivamente, la probabi- 
dad es la posibilidad de que ocurra un determinado hecho. Lo importante, es conseguir una for- 
ma de poder "medir" esa posibilidad de ocurrencia. 


Antoine Gombard , el Caballero de Mere, que era un gran jugador planteó unos problemas re - 
lacionados con el juego a Pascal. Pascal y Fermat se cartearon para encontrar las soluciones, 
que sentaron las bases sobre la posibilidad de ganancia en juegos de azar y, por tanto, del cál - 
culo de probabilidades. Más tarde, Huygens y Bernoulli estudian cual sería la ganancia esperada 
en juegos de azar. Y Moivre sería el que daría la primera definición clásica sobre la probabili- 
dad. 


Más tarde, Laplace publicaría la conocida “Regla de Laplace”, que es la que vamos a estudiar 
y utilizar. Si consideramos que en un determinado "experimento aleatorio” todos los casos po- 
sibles tienen la misma "posibilidad de ocurrencia", son “equiprobables”, entonces se define la 
probabilidad de un determinado hecho (suceso) como el cociente entre el número de casos fa- 
vorables de ese suceso entre el número de casos posibles. 


Ejemplo. Te acuerdas del ejemplo del dado que vimos. Tiremos un dado. Consideremos todos los 
posibles resultados. Esto es el Espacio Muestral > E = (1,2,3,4,5,6) 


La primera pregunta que nos debemos hacer para poder aplicar la regla de Laplace es: 


¿La probabilidad de salir un 1 (suceso salir 1), es la misma que la de salir 2 (suceso salir 2), o 
3...,04..,05,...0 6,... al tirar el dado? En principio, si el dado no está trucado, la respuesta es 
SI. Por tanto, vamos aplicar la regla de Laplace. 


P(salir 1) = n*casos favorables _ 1caso entre 6 posibles _ 1 _ card (1) = P(salir 2) = ....= P(salir 6) 


n*casos posibles 6 posibles 6 card(E) 


P(suceso salir par) = P((2,4,6)) = Cardí(2,4,6))/Card (E) = 3/6 = 5. Intuitivamente, es lógico 
que sea 3, ya que salir par es la mitad de los resultados posibles. 


Consideremos el suceso seguro 
E = (1,2,3,4,5,6). Es lógico pensar 
que la probabilidad de E es 1. Es 


P(1)=1/6 


decir, P(E) = 1, ya que seguro que PQ) =1/6 
sale un número entre O y 6. 
y P(3) = 1/6 
Apliquemos la regla de Laplace: (12, P(salir par) = 1/6+1/6+1/6 = 3/6 = 1/2 
34, P(salir par) = 3 casos de 6 = 3/6 = 1/2 
P(E) = 6/6 = 1 dd P(4)=1/6 
Sumando P((1)) + P((2)) + ...... + E 
P6)) = 1/6 + 1/6 +.....+ 1/6 = 6/6 : 
= P(E) 
P(6) = 1/6 


P(1U2U3U4U5U6+1/6+ .....+1/6=6/6= 1 


Observa que la suma de las probabilidades de todos estos sucesos elementales es la probabi- 
lidad del suceso seguro ¿Es eso así siempre? Más adelante veremos cuando ocurre esto y cuan- 
do no. Por cierto, la forma de resolver problemas de probabilidad como en la figura se llama en 
"forma de árbol”. 


Fíjate como un "suceso" es un subconjunto del conjunto Espacio Muestral. Por ejemplo, "suce- 
so salir 1" es el subconjunto (1) C E. El suceso salir par (2,4,6) es un subconjunto de E. 


Ya tenemos la respuesta de porqué vimos anteriormente un poco de teoría de conjuntos. El 
húmero de casos favorables de un suceso A es el Card (A) y el número de casos posibles es el 
Card (E). 


Ejemplo. Cojamos una baraja española. ¿Cuál seria la probabilidad de salir una figura al coger 
una carta? 


En principio, la posibilidad de coger una carta es la misma para cada carta. Por tanto, como 
tenemos 4 palos y 3 figuras por palo, tenemos 12 figuras repartidas entre las 40 cartas de la 
baraja. P(suceso salir figura) = 12/40 = 3/10 


que es la misma probabilidad de considerar solo las cartas de un palo y sacar una figura. 


Ejercicio. Vamos a jugar al juego de las aceitunas de un programa de televisión, un poco modi- 
ficado. En una bolsa tenemos 9 aceitunas verdes y 1 negra. Si sacas verde te dan 1 €, y esta 
aceituna se queda fuera de la bolsa. Y por cada verde que vayas sacando te doblan la cantidad. 
Pero si sacas negra, lo pierdes todo. Te puedes plantar cuando quieras. 


- ¿Cuál es el Espacio Muestral? 
Consideremos los sucesos V = sacar aceituna verde y N = sacar aceituna negra. Juguemos 


- 1% tirada. ¿Cuál es la probabilidad de sacar verde? ¿Y de sacar negra? ¿Y de no sacar negra? 
¿Y de no sacar verde? 


- 2” tirada. Supón que en la primera tirada has sacado verde ¿Cuál es la probabilidad de sacar 
verde? ¿Y negra? ¿Y no sacar negra? (ve contando las que te van quedando de cada clase y en 
total). 


Rellena el cuadro siguiente, suponiendo que en cada tirada anterior has sacado verde. 


PV) P(N) P(noV) P(noN) 1 - P(V) 1 - P(N) 


1% tirada 
2* tirada 
3% tirada 
4* tirada 


Si hasta la 4% tirada ha salido aceituna verde, ¿seguirías jugando o te plantarías parar? 
¿Qué observas en la tabla? ¿Observas columnas iguales? 


En la página 21 encontrábamos estos conjuntos ejemplo: 


E E 


Si observamos la segunda figura, vemos que: 
IT (noT)=E-I >» card( I )=5=card(E) - card (I) = 11 - 6 


Luego, la probabilidad de T (noI)=P( 1 )=P(E) - P(T) = 11/11 - 6/11 = 1- 6/11 = 5/11 


En nuestro caso de las aceitunas, P(noV) = P(E) - P(V) y P(noN) = P(E) - P(N) 


Y ya que hemos recordado la página 19, donde E=(0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9, 10); 
P = (0,1,3,5,7,9); I = (0,2,4,6,8): NiPnil = N = (10); PUT = (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) y PnI =(0) 
obtuvimos que: 


card (PUT) = card(P) + card (I) - card ( PnI ) 


10 = 6 + 5 - 1 > 
P(PUT) = P(P) + P() - P( PnI ) 
10/11 = 6/11 + 5/11 E 1/11 


Problema. En un cierto conjunto de números, la probabilidad de que un número sea divisible por 
2 es de 3, de que sea divisible por 3 es Y y de que sea divisible por 6 es de 1/6. Calcula la pro - 
babilidad de que un número sea divisible por 2 o por 3. Calcula, también, la probabilidad de que 
un número no sea divisible por 2. 


Supongamos que nuestro conjunto son los números naturales del 1 al 100. Responde a las mis- 
mas preguntas anteriores. 


Problema. En una baraja española, ¿cuál es la probabilidad de sacar un as o un 7 o un rey? 


Volvamos al dado. En este caso, los sucesos elementales (1) = [salir 1): (2) = [salir 2). ...: [6) = 
(salir 6) son incompatibles, es decir, la intersección de cualesquiera dos, tres, o más sucesos 
elementales es el conjunto vacío. Luego, el cardinal de la intersección de cualesquiera dos o más 
sucesos elementales es O. 


Como E = (1,2,3,4,5,6) = (1) U (2) U ...U [6] > Card (E) = Card ([1) + Card (2) + ...+ Card(6) = 
1+1+.+1=6 > P(E)=P(1) +P(2) + ...+ P(6) = 1 


Nota: La formula anterior de la probabilidad de la unión no es exactamente tal y como está es- 
crita, ya que el número de sucesos es superior a 2 y aparecen más términos de intersección de 
sucesos. Pero, como la intersección es nula y todos tienen cardinal nulo, la probabilidad de la 
unión es la suma de las probabilidades de esos sucesos. En cursos posteriores verás esto más 
profundamente. 
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Reflexión: Hemos de darnos cuenta, que tal y como hemos definido la probabilidad, esta nos 
proporciona una forma de medir esa posibilidad de ocurrencia (número entre O y 1), pero no nos 
dice nada sobre "qué es esa probabilidad”. 


Problema: Vamos a jugar a un juego que suele salir muchas veces en películas. Tirar dos dados 
y sumar sus resultados. ¿Qué resultado sale más veces? ¿cuál es la probabilidad de sacar un 7? 
¿y la de obtener un 9? ¿Por qué se juega al 7? ¿qué observas en general? 

Pista: Haz una tabla de dos entradas del 1 al 6 y en la intersección apunta el resultado de su 
suma. 


Problema: Estamos en el caso del problema anterior. Si un jugador saca un 6, 7,8 o 9, el otro 
jugador le da un garbanzo. Si saca cualquier otro número, este le da un garbanzo al otro juga- 
dor. ¿Qué jugador prefieres ser? Juega 10 o 15 veces con un amigo/a y comprueba el resultado. 


Ejemplo. Si tiro una moneda dos veces, ¿cuál es la probabilidad de sacar dos caras? ¿y la de sa- 
car una cara y una cruz, independientemente del orden? 


Analicemos el problema, utilizando la forma de resolución de diagrama de árbol. Lo primero 
que hay que observar, es que el resultado de la primera tirada no influye en nada en la segunda 
tirada, y viceversa. Es decir, las dos tiradas (sucesos) son independientes. Es decir, 


Resultados Resultado final 


posibles a en las dos tiradas 
Resultados 2* tirada 
posibles en 
1* tirada c —— cc _—— PCyc)= 1/4 
C A 
Ax P(Cyx)=1/4 Probabilidad de 
A e. ] sacar C y X 
independientemente P=2/4 
COC ————— XxC P(XyC) = 1/4 del orden 
X 
X XX 
4 resultados 
posibles 


P(C y C) = n.? casos favorables/ n.* casos posibles = 4 


P(C y X) = n.? casos favorables/n? casos posibles = 2/4 = 1/2 


O visto de otra forma 


Resultados Resultado final 


posibles en en las dos tiradas 
Resultados 2” tirada 
posibles en 1/2)-(1/2)-1/4 
1” tirada c pai co —  P(CyC)=1/4 
Pou o (1/2)-(1/2)-1/4 A 
Py 5 x ——CxX _————————— P(CyX) = 1/4 Ss E E 
independientemente P=2/4 
rom cc) = 1 del orden 
PXy12 
Teniendo en cuenta que los sucesos 
di XxX (C y X) y (X y C) son incompatibles 
4 resultados P((CyX) U (Xy0)) = rd bd P(XyC) = Ñ 
posibles 2 + 2 = 2/4 


Si observas este caso, multiplicando las probabilidades de los sucesos simples, obtene - 
mos la de los sucesos compuestos. Vamos a verlo, contando. 


Si nos dicen que tenemos 4 camisetas, de colores verde, amarilla, roja y azul y 3 pantalones de 
colores azul, marrón y negro, ¿de cuántas formas distintas podemos vestirnos? 


Vamos a colocar las distintas posibilidades, mediante un diagrama de árbol. Designemos por 
“Cv” a la camiseta verde, "Cam" a la camiseta amarilla, “Cr” a la camiseta roja y "Ca" a la camise- 
ta azul. “Pa” al pantalón azul, “Pm” al pantalón marrón y “Pn” al pantalón negro. 


Camisetas Pantalones 


obtiene multiplicando el número de 
prendas de cada clase 


Pa ji E e: 
E El número de vestimentas distintas se 
ZA Pm — Cr Pm 


Si tuviéramos, además dos calcetines, 
a las posibilidades de vestimenta serían 
A 4-3:2 = 24 posibilidades distintas 


Ca 


Ca Pn 


12 vestimentas 


Problema. ¿Cuál es la probabilidad de obtener 3 caras, si tiraras 3 veces? ¿Y la de obtener dos 
cruces y una cara, en ese orden? ¿y si el orden no importara, cuál sería esa probabilidad? 
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Ejemplo. Si sacamos dos cartas de una baraja española, ¿cuál es la probabilidad de sacar dos 
oros? ¿y la de sacar un oro y una copa, independientemente del orden en que salgan? 


Analiza los casos, cuando la primera carta que se saca se vuelve a introducir en el mazo para 
sacar la segunda y cuando no se introduce en el mazo. 


19 caso. Volvemos a introducir la 1% carta (con reemplazamiento 


¿Son independientes los dos sucesos? Al sacar una carta la primera vez y volverla a introdu- 


cir en el mazo, los sucesos no se influyen, y cada "sacar una carta” no influye en la probabilidad 
del otro "sacar una carta” 


17 Carta 2 Carta 


PO 111 AOyO1/16 


4 
P(O)=1/4 /11_ 1 - 
aleros ici 
Pp 1. Pl 
P(B) 


—=_— O wy SA 
de POyE-116 


hija dh 
pal 
pal 


P(O y B 1/16 
sn... >» 2/16=1/8 


1,116 P(EyO) 


1/16 P(ByO) 


16 resultados posibles 


O de otro modo, para la 1? pregunta, P(O y O) : 


P(O) = 1/4 


o P(OyO)=1/-1/4=1/16 
P(O) = 1/4 


Po 0)=3/4 No O P(O y No 0) =1/4:3/4= 3/16 


P(O) = 1/4 
(o) P(No O y O) = 3/4-1/4 = 3/16 


P(No 0) =3/4 


P(No 0) =3/4 


No O P(No O y No O) =3/4-3/4 = 9/16 
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¿Y cómo responderías a la pregunta de "obtener, al menos un oro”? 
Hay dos maneras de responder. 


Primero, podemos suponer que tener al menos un oro, significa tener un oro en la primera y 
ho sacar oro en la segunda, no tener oro en la primera y si en la segunda o, también, sacar oro 
en la primera y segunda. Sabiendo que los sucesos son incompatibles, por tanto, 

P(obtener, al menos, un oro) = P(O y No O) + P(No o y O) +P(O y O) = 
3/16 + 3/16 + 1/16 = 7/16 


Segundo, otra forma de responder, sería pensar al contrario. 
Lo contrario de "obtener al menos un oro”, es "no obtener ningún oros" => 
P(No O y No O)= 3: = 9/16 


Por tanto, si nos acordamos de que la probabilidad del contrario es: 
P(X) =1-P(NoX) ó  P(NoX)=1-P(X), entonces 
P(obtener, al menos, un oro) = 1 - P(No O y No O) = 1 - 9/16 = 7/16 (igual que antes) 


2% caso. No introducimos la 1? carta (sin reemplazamiento 


Realicemos el diagrama de árbol. 


1” Carta 2” Carta 


En este segundo caso, observamos 


P(O- 9/39 +3 ==> P(O y O) 
E PI que el producto de las probabilidades 
LL ROyE> de un suceso compuesto no es igual 
==>  "OyB al número de casos favorables entre 
E el número de casos posibles. 
E 
4 39 P(C y O) 

=— P(Cy E) Y esto es debido a que la probabili- 


hp daa 
Y 
50 
> 0) 
alu aju ul 
Ñl 


Ll 
ple] 


FEE dad de extracción de la segunda car- 
ta “SI” se ve influenciada por lo que 
haya salido en la primera carta. 


3-7 PE y 0) 
a PE y E) Es decir, está CONDICIONADA 
por el resultado de la 1% carta. 
P(B y O) / 
Pero no te preocupes, que más adelan- 
te lo vamos a tratar con mayor profun- 
+ ===> P(By B) didad. 


16 resultados posibles 
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O visto de otra forma para la primera pregunta, P(O y O) 


P(O) = 9/39 


P(O y O)=1/4 - 9/39=3/52 
P(O) = 1/4 


P(No O) =30/39 


No O P(O y No O) = 1/4- 30/39 =5/26 


P(O) = 10/39 
(o) P(No O y O) = 3/4: 10/39 =5/26 


P(No 0) = 3/4 


NoO 


P(No O) =29/39 
Us NoO P(No O y No O) = 3/4: 29/39 = 29/52 


Problema: Tiramos dos dados con forma de tetraedro regular, con caras numeradas del 1 al 4. 
Escribe su espacio muestral. ¿Cuál es la probabilidad de sacar dos 3? ¿y la de sacar un 3 y un 2, 
sin importar el orden? ¿y cuál la sacar un 3 y no sacar un 2, y en ese orden? ¿y la de sacar un 3 
y ho un 2, sin importar el orden? Si el lado del tetraedro es de 3 cm, cuál es el área y el volu- 
men de dicha figura? 


Problema. Vamos a volver a jugar al juego de la aceituna. Como ya sabemos, cuando sacamos 
una aceituna, esa ya se queda fuera. Si teníamos 9 aceitunas verdes y 1 negra, ¿cuál es la pro- 
babilidad de que la última aceituna que se quede dentro de la bolsa sea la negra? 


Problema. La probabilidad de que en el nacimiento de un bebé, este sea niño o niña, es la misma. 
¿Cuál es la probabilidad de que en dos nacimientos, el primero sea niña y el segundo niño? ¿Cuál 
es la probabilidad de que en dos nacimientos hayan una niña y un niño? ¿Cuál es la probabilidad 
de que, en tres nacimientos, los dos primeros sean niños y el tercero niña? ¿Cuál es la probabili - 
dad de que en tres nacimientos, estos sean dos niñas y una niña? 


Problema. Y ahora, a ver si sabes responder a esta pregunta: ¿Cual es la probabilidad de que en 
4 nacimientos hayan 3 niñas y 1 niño? Y si ahora la probabilidad de ser niño es %% y la de ser ni- 


ña es Y3, ¿cuál es la probabilidad de que, en 4 nacimientos, hayan 3 niñas y 1 niño? 


58. Volvamos a las funciones. Pero esta vez, trigonométricas. 
Vamos a estudiar la función seno y coseno (la función tangente la dejamos para más adelante). 


Ejercicio. Vuelve a la página 114 y repasa la relación de las razones trigonométricas de los án- 
gulos del II, 111 y 1V cuadrante con los del T cuadrante. 
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Problema. La Torre de Pisa tenía originalmente una altura h de 60 m. En 
este momento, se sabe que el eje la torre está inclinada 5,5%. Esta torre 
cilíndrica vamos a suponerla con radio constante e igual a 19,60 m, que es 
el radio de su base (el último piso de la torre tiene un radio menor). Sa- 
biendo la proyección del punto más bajo de la parte superior de la torre 
sobre el suelo es de 3,9 m, calcula la altura del punto más bajo y más alto 
de la parte superior de la torre de Pisa. 


58.1. Ampliación. Teorema del coseno 


Antes, un problemilla. Una torre se encuentra situada en una pendiente que forma 15? con la 
horizontal. Cuando el sol tiene una altura angular de 45%, la sombra de la torre sobre el suelo 
inclinado es de 12 metros. ¿Qué altura tiene la torre? (antes de resolver, dibuja el enunciado, y 
te ayudará a ver el camino) 


Teorema del coseno 
Consideremos el triángulo de la figura 


Dividimos el triángulo A A 
en dos triángulos 
rectángulos como en la € 
figura de la derecha 


psi) AE 


a =x+ty 
dividimos el triángulo en dos, por la altura h 


Si nos fijamos en cada uno de ellos, obtenemos que: 
- Triángulo ABD cosp=x/c> x=c:cosp 
- Triángulo ACD cos y=y/b > y=b:cos y 


Entonces, vamos a realizar una serie de cálculos, que nos van a llevar a obtener el llamado 
“teorema del coseno” que nos va a permitir calcular lados y ángulos en determinados triángu- 
los, que de otra forma serían mucho más complicado. 


có=h?+ (c:icosp)?  bó=h?+(b:cosy)?? y por otro lado a =c:cosp + b:cosy 
h= b? - (b:cosyy c:cosp = a - b:cosy 

c*= (b? - (b:cosy)) + (a - b:cosy) 

c= b?- (b:cosy) + a? - 2:-a:b:cosy + (b:cosy)* 


c*= b? + a? - 2-a-b-cosy Y si lo aplicamos a los otros dos lados 


aó= b? + c? - 2-b-c-cosa y b?= a? + c? - 2-a-c-cosp 
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Vamos a ver una aplicación en un problema 


El rumbo de un barco es el ángulo “agudo” que forma la dirección del barco con la dirección 
norte-sur. Dos barcos salen del puerto a las 9:00 horas, uno a 10 nudos con dirección S30*E, y 
otro a 15 nudos con dirección N45%E. ¿Qué distancia los separa a las 12:00? 


Dibujemos el enunciado a la derecha. 1209 eN 
N45E N45E 


El barco que más corre, a una velocidad de 
15 nudos durante 3 horas, avanza 15:3 = 45 
millas y el de 10 nudos 30 millas. 


Puerto Y 


Aplicando el teorema del coseno para el “¿o 
lado d, 
d? = 45? + 30* - 2-45-30-cos(105) > 
d? = 2025 + 900 - 2700-(-0.25882) did 
d? = 2025 + 900 + 2700-0.25882 R 
dí - 3623,8 >d= 60.2 millas 


=> 


Cuando el único ángulo conocido es el correspondiente al lado que queremos calcular, o solo 
conocemos los tres lados y deseamos conocer los ángulos, la aplicación del teorema del coseno 
simplifica mucho los cálculos. 


Problema. ¿Recuerdas el problema de la figu- 
ra de la derecha? A 


Imagina, ahora, que se han lanzado dos ca- 
bles de 5 y 8 metros desde el suelo de la to- 


rreta a dos puntos situados en la otra orilla y A 
en el que conocemos el ángulo formado por los ml a| Nu. “Ae 
cables, siendo de 100%. Nos piden calcular la ÉS | 
distancia D y d. Ayúdate de los teoremas del 24 | ER 
D 


coseno y seno 


y 
Ejercicio. Si las razones trigonométricas de 30% son sen(30) = 5 y cos(30) = => , calcula las 


razones trigonométricas del ángulo 150%, 210% y 330". 


58.2. Ahora si. Vamos a las funciones trigonométricas. 


Si observas las razones trigonométricas, una vez pasado el primer cuadrante, se repiten en 
valor absoluto para los distintos ángulos con el del ángulo equivalente al del I cuadrante. Como 
ya debes de saber, en unos casos tendrá el mismo signo y en otros signos opuestos. 
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Por tanto, su representación es cíclica. Quiere decir que hay valores de ángulos distintos que 
tienen la misma imagen. Es más, en cuanto demos una vuelta (360%), empiezan a repetirse los 
mismos valores de las imágenes. 


Ejemplo. Vamos a estudiar la función seno ( f(x) = sen(x) ). Si hiciéramos una tabla para distin- 
tos valores del ángulo x, sabemos que la imagen (como se ve en la tabla más abajo) está siempre 
en el intervalo [-1,1]. Vamos a representar en radianes (así que ve haciendo ejercicio de repaso 
del cambio de grados a radianes) 


360 = 2nrad > 180”==urad> 90%=5n/2rad => 30% =90/3 = (n/2):3 = n/6 rad > 
60% = 2:30 = 2:1/6 = 1/3 rad; 120% = 90 + 30 = 1n/2 + n/6 = 4/6 = 21/3 rad; 
210 = 180 + 30 = n+1/6 = 71/6 rad; .... 


X (grados) O [30 60 9 |120 150 180 210 240 270 | 300 330 360 [390 | 450| 540 | 630 |720 


Sen x 0 [05 [0,866 |1 0866 05 0 -05 -0866| -1 |-0866 |-05|0 0,5 1 0 1 10 


Fla) = sen (1) 


Por un lado, podemos observar que es continua, de dominio todo R. Su imagen (como ya hemos 
dicho) es [-1,1]. Va alternando el crecimiento y el decrecimiento, con máximo en 1/2 y mínimo en 
31/2 (entre O y 3609). Además, es simétrica respecto al origen (función impar). 

Por otro lado, se observa que, partiendo de un ángulo cualquiera, (por ejemplo n/6 = 30%) 
cada que vez que aumentamos o disminuimos ese ángulo en 2n unidades, el valor del seno se re- 
pite (como ya hemos comentado antes). A ese valor "211" lo llamamos periodo y se representa 
por una T. 


Esto quiere decir que hay máximos en 1/2, 1/2 + 21, 1/2 + 41, ...., 1/2 + 2:k m. 
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Fíjate que ponemos como valor de suma/resta general el término 2:k:1 ya que siempre suma- 
mos un húmero par de valores de 1 (al multiplicar k -número natural- por 2, obtenemos siempre 
un número par). 


Y si seguimos observando, vemos que el ángulo 30* y 150% (180 - 30, IT cuadrante) tienen el 
mismo valor del seno. Y los ángulos 210" (180 + 30, IIT cuadrante) y -30* = 330" (IV cuadrante) 
también tienen igual seno que el de 30%, pero con el signo cambiado (como ya sabíamos) 


Ejercicio. Haz una tabla sencilla para valores de x € [-21, 2n] de la función sen (n/2 - x). Repre- 
senta de forma aproximada y ayúdate después con geogebra, comprobando tu resultado. 


Ejercicio. Representa, con ayuda de geogebra, la función coseno y compara con la anterior. 
¿Por qué ocurre lo que "ves"? ¿Cómo se llaman estos ángulos? Después, estudia su dominio, re - 
corrido, máximos, mínimos y monotonía. Compara con la del sen(x). 


Ejercicio. A partir de las gráficas del seno y coseno, observa como son las razones trigonomé - 
tricas de los siguientes ángulos con respecto a su equivalente en el primer cuadrante: 125*, 
2n/3 , 300%, 5n/4 


58.3. Aplicación de las funciones trigonométricas: Las funciones seno y coseno aparecen mu- 


chísimas veces en modelos matemáticos que explican fenómenos de la naturaleza que tienen un 
carácter ondulatorio, cíclico, etc. 


Por ejemplo, el movimiento de un péndulo, bajo condiciones 
“ideales”, es un movimiento cíclico. Supongamos que lo llevamos a Te 
la posición 1 y lo soltamos. Si consideramos que no existe roza- po! 
miento de ningún tipo, el movimiento se repite cada vez que pasa | 
por el punto de inicio (1). Partiendo en t = O del punto 1, confor - / | 
me pasa el tiempo, pasa por 2 (punto de equilibrio) y llega a 3, | 
volviendo otra vez hasta el estado 1. A partir de ahí, el movi- ; JA o =-6) 
miento vuelve a repetirse. A EN ¡A j 
TA - A — 
El tiempo que tarda en recorrer los estados 12321 (palíndro- 2 
mo, que se lee igual de izquierda a derecha y de derecha a izquierda) se llama periodo T, y viene 


dado por la expresión T=2- 1 L 
La ecuación que rige el movimiento de un péndulo (en su forma más simplificada posible), 


cuando los ángulos de oscilación son "pequeños" (máximo entre 15% y 209), la expresión que nos 
va dando su posición en cada instante "+" es: 


x = A:sen(w:t + p), 


428 


donde "A" es la amplitud máxima del péndulo, "+" es el tiempo que transcurre, "q" es la fase ini- 


A 1] 


cial, que indica la fase o estado de oscilación en el instante + = O, y "w" es la frecuencia, que es 
igual a Pa Y y que depende, como vemos, de la longitud de la cuerda del péndulo. Este 


tipo de movimiento se llama “movimiento armónico simple”. 


Aplicación. Otro tipo de mecanismo que sigue un movimiento armónico simple, sería un muelle 
que se estira y después se suelta en condiciones "ideales". Existe una fuerza restauradora del 
muelle, F = -Kx (donde K es una constante que depende del muelle), y que tiende a llevar al 
muelle a la posición de equilibrio. Esto hace que siga un movimiento cíclico (y repito, bajo condi- 
ciones ideales) que tiende siempre a llevarlo al punto de equilibrio. 


Ejemplo. Un niño se pasea en un columpio "despacito y con poca amplitud”, no vaya a caerse. Su- 
pongamos que este niño tiene una masa de 30 kg, se pasea en un columpio de longitud 3 metros 
y que su madre lo desplaza 30 cm y lo suelta. 

¿Cuál será el periodo y la ecuación de su movimiento, suponiendo que las condiciones permiten 
tratarlo como armónico simple (toma g = 10 m/s? para simplificar los cálculos). ¿Cuál será su po- 
sición a los 1 segundo? 


'L/ 37 130 
T=20m >| / =22a0+ 9 =3459 > Ww=2m0T = de rad 


x= A sen(wt+p) > Calculemos el ángulo p, que es la fase para t=0 sg. 


Ent=0sg,x=A=03m 
0,3 = 0,3:sen (w:0 + y) > seny =1 >p=15n/2 > 


A 
x = 0,3"sen( pl, ) 
0,07 6m Mp - ; 130 147 =- 
tn Sit=0,1sg > x= 0,3:sen( Z 1+7/, )=-0,076 m 


seny=0,3/3 —> y-- 6” 


Ejercicio. ¿Sabrías calcular la altura “h" a la que se encuentra el columpio al inicio y en la posi - 
ción hallada para t = 1 sg? 


Ejercicio. Representa la función que describe este movimiento, ayudándote de geogebra. 


Ejercicio. Representa, a partir de las funciones sen x y cos x, las funciones: 
a) y = sen(x- mm; b)y=cos(x+m); c) y = sen(x - 1/2) d) senl x + 1/2) ; y = cosx - 1 


¿Que observas en cada una de las funciones con respectoa y=senx e y=cos x? 
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Ejercicio. Esboza, a partir de una tabla sencilla, la función y = sen(2x) ¿Que observas respecto 
a la función y = sen x?. Estudia aquella función 


Ejercicio. Resuelve la siguiente ecuación algebraica 


SE: A a 
x—1 x?-1 x+1 


Ejercicio. Dadas las siguientes gráficas, plantea el sistema de ecuaciones cuyo resultado son 
los puntos de corte entre estas. Después, resuelve analíticamente y comprueba el resultado. 


Nota: El radio de la circunferencia es R=410 


Ejercicio. Resuelve los sistemas siguientes. Si te ves con "fuerza”, esboza las figuras que se 
obtienen. En caso contrario, ayúdate con geogebra. 


y =(x-1)+1 
y-2=-x' 


y=1x+1 
x-y=1 


a. b. 


Problema. Se sabe que el perímetro de un campo de fútbol es de 340 metros y que la razón del 
ancho (lado menor) al "largo menos 20 metros" es 3. Calcula las dimensiones de dicho campo. 


Problema. Dada la figura de la derecha, se sabe que la razón 
del “lado más largo" al “lado del cuadrado” es igual a la razón 
del "lado del cuadrado" al “lado más largo menos el lado del 3 
cuadrado". Calcula x e investiga qué es ese número. 


Xu 
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Ejercicio. Halla la ecuación de cada una de estas gráficas. 
Después, resuelve el sistema de forma analítica. Halla, 
también, los puntos de corte con los ejes de cada gráfica, 
de forma analítica. 


Problema. Un coche se mueve desde un punto partiendo del reposo, sabiendo que el espacio re- 
corrido responde a la función s(t) = 1/9 -+* , con + en segundos. Al mismo tiempo una moto, des- 
de el mismo lugar y justo en el momento que inicia el coche el movimiento, pasa con una veloci - 
dad constante de 1 m/s (por tanto, responde a la función s(t) = 1:+ ). 


Resuelve el sistema y halla el punto de corte de ambas funciones. Representa las gráficas de 
sus movimientos e interpreta el resultado. ¿Qué significa el punto de corte? 


Ejemplo. Fijate en estas gráficas de la figura 
de la derecha. Corresponden a una recta, y = X + 
1, y a la función trigonométrica y = cos(x) en el 
intervalo [-1,1] 


La resolución del sistema formado por ambas 
ecuaciones, sería un ángulo, en el que el coseno 
de este ángulo es igual a dicho ángulo aumentado 
una unidad. Este ángulo es el 0%, como se ve en 


el punto intersección de ambas gráficas. 
cosx=x+1 > cosO=0+1=1 


solución - punto (0,1) - que coincide con el punto de corte de ambas gráficas. 


58.4. Experimento. Cálculo del valor de "g”. 


| 
¿Te acuerdas del péndulo de más arriba? El valor del periodo venía dado por: T=2: 1 L 


Realiza el siguiente experimento: Coge un hilo de unos 60 cm, aproximadamente. En uno de 
los extremos cuelga una masa "m” (piedra esférica, bola de acero, ...) cuya masa esté entre 50 y 
100 gramos. Cuelga el otro extremo de algún punto fijo y vuelve a medir con una regla graduada 
en mm la longitud del hilo. Esta será la longitud | del hilo del péndulo, con un error de Al = + 0,1 
cm. 
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Ayúdate de la regla y separa unos 20 cm de la posición de equilibrio. A la voz de 1, 2 y 3 suel-- 
ta y otro compañero pondrá en marcha el cronómetro. Vamos a tomar el error del crono de 
At = + 1 sg. Los dos debéis estar atentos y medir el tiempo que tarda el péndulo en realizar un 
número "N" elevado de oscilaciones, decidido de antemano. Valores de N entre 250 o 300 está 
bien (tomaremos como error ÁN = +1). 


Con estos datos, ya podéis hallar el periodo de oscilación, que sabemos que es el tiempo que 
tarda el péndulo en realizar 1 oscilación. Y, a partir de la expresión del periodo de arriba, calcu- 
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lamos el valor de *g”. 


Realizaremos el experimento, al menos, 5 veces. Tomaremos como valor de g el valor medio 
de nuestros 5 resultados. Para ello, ayúdate de la siguiente tabla que debes ir rellenando: 


Experimento | L(m) | +(sg) N Tísg) g (m/s?) 
1 


2 
3 
4 
a 


Los errores cometidos vendrán dados por las siguientes expresiones: 


AT_At AN Ag_Al.. AT 
A cy =2%+2. 
TO to N g 1 T 


Sabiendo que T=+t/N > 


59. Vectores 


Volvamos a la recta. ¿Te acuerdas de aquella magnitud que se aplicaba en un "lugar”, tenía un 
valor o “intensidad” e iba en una determinada dirección y/o sentido? Le llamamos “vector”. La 
idea que nos viene a la cabeza es la de una “flecha”, ¿verdad? 


5 Si vemos la flecha en la figura de la izquierda, ve- 
B mos que tenemos un punto donde se aplica (punto de 
aplicación A), un extremo (B), una longitud desde A 
hasta B (módulo) y una dirección y un sentido indicado 
por la flecha. ¡Fíjate lo que hemos sacado de una sim- 
A ple flecha! 


Para localizar estos puntos, ver la dirección, etc, 
necesitamos un sistema de coordenadas. Por ejemplo, 
un sistema de referencia del plano "euclideo". Este 
estará formado un origen O, dos vectores unitarios y 
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perpendiculares que forman una base (i, j), que nos permitirá poner el vector dado "como com- 
binación" de estos vectores obteniendo, así, sus componentes. 

Bien, por ahora, pasemos de esto y vamos a actuar de forma intuitiva. Y cuando termine 
este apartado 59, ve al superanexo de ampliación de vectores e intenta leer y comprender 
lo que te dice. Es muy interesante y te hará ver ciertas cosas de otra forma. Aunque mejor, 
déjalo para el final del libro y te ves con ganas y fuerza. 


Sigamos con el dibujo anterior, que lo ponemos ahí abajo. El punto de aplicación es el punto 
(1,2) y el extremo el punto (5,4). Así que ya tenemos "localizado" el vector. 


¿Cómo calcular el módulo? Si agudizas tu vista, ves un 
triángulo rectángulo = Pitáaaagoras. 
. Y > (az 2 La 
Se escribe así:  lúl=44%+*2=/20u 


Por otro lado, podríamos hallar el ángulo a que forma 


el vector con el eje OX. Lo llamamos “argumento”. 


Si recuerdas tana =2/4=% > ar 26,50 


Por tanto, teniendo el punto de aplicación, el módulo y el argumento,tenemos localizado al 


vector. Pero aún hay más. Sabemos que ; 
aa ol/ [AC|=|úl: cos ar s 
¡AB| ul) 
3 
y 
re a >  |BC|=|úl-sena : 
[AB] pl 


donde |AC| es la proyección del vector |úl sobre el eje OX 


y [BC| esla proyección del vector |úl sobre el eje OY 


Problema. Dado el decágono regular de la figura de la derecha, y 
los vectores V = AB y ú = AK , halla los ángulos del trián- 
gulo que aparecen, los |ú| y de [v| ,el área de dicho triángulo y 
el área del decágono. 


Ejemplo. Un ejemplo muy ilustrativo de como actúa un vector puede ser aplicar una fuerza so- 
bre una caja. (El vector fuerza se dibuja de tal manera, que el punto de aplicación se toma so - 
bre la punta de flecha) 
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ó E En el caso del dibujo, la fuerza actúa abajo de la caja. Si 
sentido de movimiento 

nuestra fuerza es suficiente (vencemos la fuerza de roza- 
miento que actúa en sentido contrario), el objeto se movería 


hacia adelante. 


<A En este otro caso, la fuerza actúa en la parte superior. El 
objeto se mueve hacia adelante también, pero no es exacta- 
mente igual. Ante cualquier pequeño obstáculo en la superficie 
aparecería lo que se llama un "momento", que tendería a ha- 


SS cerlo girar. 
F 


Esto ocurre cuando aplicamos una fuerza a una determina- 
da distancia de un eje de giro, como por ejemplo, una puerta. 


Si aplicamos una fuerza en el pomo de una puerta para cerrarla, girará y se cerrara. Si la apli- 
camos a mitad de la puerta, también se cerrará, pero tendremos que ejercer una fuerza mayor. 
Luego la distancia desde donde se aplica la fuerza al eje de giro interviene en la intensidad de 
la fuerza que hay que ejercer para que gire. 


Ejercicio. Estudia sobre la llamada "ley de la palanca” y la frase "Dadme un punto de apoyo y 
moveré el mundo” enunciada por el señor .......... 


Y siguiendo con lo anterior y, para com- 
plicarlo un poco más, la fuerza podría ser 
con dirección oblicua. En este caso, se F-sena 
movería hacia adelante, pero tendríamos 
que hacer más fuerza para moverlo, ya 
que la "componente de la fuerza" que lo —_—_—__—__—_—_———> 
haría moverse hacia delante es F-cos(a) 
< F. Por tanto,  F:cos(a) debe ser lo su- F 
ficientemente grande como para vencer 
las fuerzas de rozamiento y mover el blo- 
que. 


En este caso, podríamos hallar las proyecciones sobre los ejes, con las expresiones anteriores 
[AC|=|F|:cosa y [BC|=|F|-sen a 
La fuerza neta que en realidad estamos ejerciendo, como ya hemos dicho, es: 


[AC|=|F|-cosa que es menor que  |F| 
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Problema. Se aplica una fuerza de intensidad (módu- 
lo) 5 N sobre una caja en distintas puntos de aplica- 
ción. Halla las proyecciones sobre los ejes de F y re- 
presenta dichas fuerzas, escribiendo sus valores, su- 
poniendo los siguientes casos en los que la fuerza se 
aplica sobre: 


a. Dirección horizontal sobre (2,1) 


b. Sobre el punto (2,1) y formando un ángulo de 30" 
c. Sobre el punto (2,2) y formando un ángulo de 150% 
d. Sobre el punto (2,1) y formando un ángulo de 2:11/3 rad 


59.1. Coordenadas de un vector en un sistema de ejes cartesianos 


Consideremos el vector dado anteriormente. Sin entrar 
en muchos detalles, se definen las coordenadas de un 
vector en este sistema de ejes cartesianos OX y OY, con 
=== origen en (0,0) como: 


Punto de aplicación (1,2) y extremo punto (5,4) 
> coordenadas del vector ¡ú en este sistema de refe- 
rencia del plano euclideo son: 


ú = (5-1,4-2)=(4,2) 


Resulta que cada componente (componente x = 4 y componente y = 2) es igual a la medida de 
las proyecciones del vector ú enel eje OX y OY, respectivamente. 


Por tanto, l]=44?+2? y tan a = 2/4 = + 


Resultado. De forma general, si el punto de aplicación es el punto (X1,y1) y el extremo es el pun- 
to (X2,y2), las coordenadas del vector ú serán: 


ú = (X2- X1, y2- y:) = (u1, u2) donde u, y uz son las componentes del vector ú ,con módulo 


> 5 u 
dado por  |úl=u¿j+uz y argumento a, donde tan a = Y, 
u 
Ejercicio. En la página siguiente, hay una serie de vectores en nuestro sistema de referencia 


del plano euclideo. Calcula las coordenadas, las proyecciones sobre los ejes , el argumento y el 
módulo de cada uno de los vectores de la siguiente figura. 
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Si cogemos el vector 

u de componentes 
(E3) y trasladamos el 
punto A al punto E y el B 
al F, (es decir, paralela- 
mente) las componentes 
del vector w son las 
mismas, aun teniendo 
distintos puntos de apli- 
cación y extremo. Igual 
el vector y. 


Es más, las componentes del vector Y coinciden con el punto extremo de este vector, al 


tener como punto de aplicación el origen (0,0). 


Por tanto, las componentes de un vector son independientes del lugar donde esté (siempre 


que tengan el mismo módulo y argumento). A este conjunto de vectores se les llama "vectores 


libres”. 


59.2. Multiplicación de un vector por un número 


Definimos la multiplicación de un número por un vector 


ku = k-:(u,, u,) = (k'uz, k'u,) 


Es decir, el resultado es un nuevo vector que tiene por componentes el producto de dicho 


húmero por las componentes del vector u 
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Por ejemplo, dado el vector u” de la figura de abajo, el producto de 3- ú = 3-(2,1) = (3-2, 
3:1) = (6,3). El resultado es llevar el vector ú tres veces de forma alineada. 


Ejercicio. ¿Serías capaz de hallar y “dibujar” el producto de este vector ú por el número 3? 
¿y por 5/2? ¿y por -5/3? Seguro que sí. 


Más adelante seguiremos con vectores y rectas. 


59.3. Aplicación. Movimiento parabólico. Y ya que estamos con vectores, sabemos de parábo- 
las, de ecuaciones, de sistemas de ecuaciones, de trigonometría, ... que menos que ver un movi - 


miento:_el parabólico 


Cuando un proyectil es lanzado con una determinada velocidad y ángulo desde tierra o desde 
un avión, la trayectoria que sigue es parabólica y responde a una ecuación de este tipo. En este 
movimiento existe la composición de dos tipos de movimiento: uno uniforme en dirección hori- 
zontal y otro acelerado, por verse sometido a la aceleración de la gravedad, en sentido vertical. 


Supongamos que un proyectil es lanzado desde el origen de coorde- 
nadas, con un vector velocidad V, (la velocidad es una magnitud vec- 
torial) que forma un ángulo «a. con la horizontal. Por tanto, podemos des- 
componer este vector velocidad en sus dos componentes dirigidas en la 
dirección de los ejes horizontal y vertical Vo. y Vo, respectiva- 
mente. 


Las ecuaciones de movimiento nos viene dadas por la cinemática y 
son: 


En el eje horizontal, un movimiento uniforme x = Voyt = Vocosa -t, 
donde Voes el módulo de V, 


Y en el eje vertical, un movimiento uniformemente acelerado, con aceleración de la gravedad 


A |] 


g”, cuyo vector lleva dirección vertical hacia abajo, de ahí que sea negativo ( y es el vector 
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aceleración de la gravedad, que está dirigido hacia el centro de la Tierra). De ahí, que aparezca 
un signo "menos" en el sumando donde aparace g en la ecuación de movimiento en este eje verti- 
cal (El movimiento hacia a bajo es acelerado y hacia arriba es de frenado). 


y = Voyt-3 gt > y= Vosena-t-3-:gt 


Nos encontramos con este sistema, así 


/ : a 
x = Vo'cosa “+ Si denpejamos el valor de t eno E 
ecuación 1* y sustituimos en la 2 V ¿"cosa 


y = Vosena +t- 3-g+ 


y=V. sena Xx e Xx a xsena 1... Xx ca 
y V, cosa” 2 V ¿cosa cosa. 2 V¿'cos a 
y=(tana):x- > xy ecuación de una parábola con a < O (cóncava). 
2-Vi cos a 


Vamos a representarla con un ejemplo. Tomemos unos valores para Vo = 36 km/h = 10 m/s 
y a. = 60% y para g - 10 m/s”, para simplificar cálculos (el valor de g real es de 9,8 m/s” 


y=tan 0 AO Representando 
ds *COS 


Teniendo en cuenta que sale del suelo y no pasa de ahí, vemos el máximo, que correspondería 
al punto de altura máxima, donde la recta vertical que pasa por este punto nos da el eje de si- 
metría del movimiento. Los puntos de corte con el eje OX, donde el más alejado del origen nos 
da la distancia máxima que alcanza. Así, sabiendo el valor de la velocidad de salida, se puede 
diseñar el disparo con un determinado ángulo para un alcance y altura determinados. 
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Como he dicho antes, en el superanexo de vectores, ya conoceremos que es un sistema de 
referencia del plano euclideo, una base, .., aparecerán los vectores en juego y una 
descripción más detallada (Este es un superanexo para estudiarlo, si y solo si, estamos 
preparados. Así que déjalo para el final del curso) 


Ejercicio. Un proyectil es lanzado desde tierra con un ángulo de 45? y una velocidad inicial de 
100 km/h. Calcula la altura máxima que alcanza el proyectil, la distancia de alcance y el tiempo 
que tarda en ambas distancias. ¿Como son estos tiempos? Razona tu respuesta. 


Ejercicio (un poco más complicado). En una carrera de 110 metros valla, en general, un corre- 
dor se sitúa a unos 2 metros de la valla para comenzar el salto, tomando contacto con el suelo a 
1,40 metros detrás de la valla. En nuestro caso, vamos a suponer que el corredor realiza un sal - 
to simétrico, comenzando el salto a una distancia de 1,70 m de la valla y cayendo a 1,70 m de- 
trás de la valla, en un tiempo de 0,5 segundos. Sabiendo que la altura de dicha valla es de 1 m, 
¿sabrías calcular el ángulo del salto y su velocidad? 


60. Más funciones 


Ya estamos preparados para estudiar gráficas y ecuaciones con otras dos funciones muy in- 
teresantes: la exponencial y la logarítmica. Pero antes, como ejercicio de repaso, vamos a hallar 
la expresión algebraica de una función como la de la siguiente gráfica. 


En este caso, aparecen dos funciones 
distintas: un trozo de recta y un trozo 
P / de parábola. ¿Te imaginas como se lla- 
man este tipo de funciones? Pues, fun- 
ciones a trozos. Vamos a hallar su ex- 
presión algebraica. 


poro +. *.  * To Porunlado,/a recta que termina para 
el valor x = 1. Más allá, sigue la parábola. 


Observamos que la pendiente vale 2 
(es creciente, y si andamos 1 u en hori- 
zontal, subimos 2 u en vertical). La or- 
denada en el origen vale -1 (corta al eje 
OY en el punto (0, -1). 


Lo expresamos así: y=2x-1 si x<1 (por ahora) 


Vamos al trozo de parábola. Vemos que, cuando andamos 1 u en horizontal, subimos 1 u en ver- 
tical, > a = 1. El vértice está en el punto (2,0) y, por tanto, está desplazada 2 unidades hacia la 
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derecha respecto a la y = x?. Su expresión algebraica será, y = (x- 2 +0 si x>1 


A | 


O de una forma más general para hallar "a", y = a(x - 2)? + O. Cogemos un punto por el que 
pasa > (3,1) 
1=a(3-2Y=a > y=(x-2Y six» 1, como ya habíamos visto. 


¿Y qué ocurre en x = 12 En principio, la función es continua, donde termina una la otra sigue. 
Tal y como viene representada, el valor de la función para x = 1 podríamos darlo a cualquiera de 
las dos funciones. Por ejemplo, para la recta. Entonces, y=2x-1 si x<1 


Nuestra función se expresaría de la siguiente forma: 


A tener en cuenta: Si la función hubiera venido dada por la misma gráfica, + 

pero con una pequeña diferencia en x = 1, detallada en la gráfica de la derecha, 

se observa que donde termina la recta empieza la parábola, pero el valor de x = 1 

lo toma la recta. La parábola toma valores para x > 1. 0 1 


Luego, en este caso, la expresión sí tiene que ser la anterior: 


f(x)=/ 2x1 a x=1[ y el dominio de esta función es R 

(x-2) si x>1 
Ejercicio. Si observas la gráfica de la función a trozos anterior, el punto (1,1) es el punto de 
corte de los "trozos" de funciones. Resuelve analíticamente el sistema de ecuaciones dados por 
estas funciones y comprueba. 


Ejercicio. Si te fijas en la gráfica de la función, ¿cómo dirías que son los siguientes límites? 


a. limf(x)=lim 2x-1 b.  limf(x)=lim(x-2)? ¿Cuanto vale f(1)? 
x>1* x91” x3>1* x>1* 
Ejemplo. Fijate en las gráficas de abajo, donde a la derecha hemos hecho zoom y se aumenta lo 


que ocurre en los puntos de "término" y/o "comienzo" de cada una de los trozos de dichas gráfi- 
cas. 


Be 43: 


La ecuación del primer trozo de recta está muy claro. Pendiente m = 1 y ordenada en el ori- 
gen igual a 2. Esta recta llega hastax=1. > y=x+2 si x<l. 


El siguiente trozo de recta es horizontal (y = 3) y comienza justo después de x = 1 y termina 
justo antes de x = 5. Por tanto, y = 3 si 1<x< DB, 


El último trozo, también es una recta decreciente de pendiente m = -1, que comienza justo 
después de x = 5. La ordenada en el origen no se ve claramente, pero pensemos. 


Como la pendiente es -1, cuando avanzo 1 u, bajo 1 u. Vamos a coger la recta paralela y = -x 
que corta en (0,0). Si la movemos 1 u hacia la derecha, corta al eje OY en el punto (0,1). Si la 
avanzamos 8 u, cortará al eje OY en el (0,8). Por tanto, ordenada en el origen 8. 


Así, y =-x+8 si x> BD. 


Por tanto, nuestra función será 


x+2 si x<1l 
fl0)=13 si 1<x<5 
—=x+8 si x>5 
El dominio de esta función es Dom f = R- (5). La función no está definida en x = 5, y es con- 
tinua en todos los puntos menos en x = 5. 
Más tarde, utilizaremos esta característica en una función para dar una definición “matemáti - 


ca” de continuidad, a partir de lo que hemos visto como límite. 


Ejercicio. Si te fijas en la gráfica de la función, ¿cómo dirías que son los siguientes límites? 


a. lim f(x)=lim x+2 b.  limf(x)=lim 3 
x>1" x>1“ x>1" x>1" 
c. lim f(x)= lim 3 d. lim f(x)=lim —x+8 
x>5* x>5“ x>5" x> 5 
¿Cuanto vale f(1) y f(5)? : 


Ejercicio. Halla la expresión algebraica de 
las siguientes funciones a trozos de la figu- 
ra. Halla f(2) y también los siguientes lími- 
tes: lim f(x) y A f(x) 


Halla el punto de corte de ambas funcio- 


Ll 


nes suponiendo que no haya restricción en . 


43; 


sus dominios. 

Ejercicio. Halla la expresión algebraica de la función a trozos de la figura. Halla f(3) y los si - 

guientes límites: ¿ 

lim f(x) ; limf(x) ; limf(x) ; lim f(x) 
x>3*" 


x>3“ x>0 x>—00 4 


Halla también el punto de corte de ambas funciones 
de forma analítica. 


Pista: La función correspondiente al trozo derecho 
tiene toda la pinta de "hipérbola”. 


60.1. La función exponencial (y logarítmica) 


Vamos a empezar por la exponencial. Como su nombre indica es una función del tipo y = k-a*, 
n_ 5. 


donde “k" es un número real y "a" un real positivo. En nuestro caso, las funciones exponenciales 
que vamos a estudiar son aquellas en las que k = 1 y "a" un número racional positivo. 


Imaginemos la siguiente función y = f(x) = 2%. Vamos a hacer una tabla, a ver lo que obtene- 
mos. Daremos valores negativos, positivos y el O. 


Cuando x = 0, siempre se obtiene y = 1, ya que cualquier 


x 0 1 2 3 4 5 lim 2%=00 número “a? = 1”. Por tanto, corta al eje OY en el punto 
x>0 (0,1). Por otro lado, comprobamos que cuanto mayor es el 
y 2ai2=2/234/(2=8 2 S16/[2= 32 valor de x, mucho mayor es el valor de y. Crece muy 


rápidamente. Es lo que se llama crecimiento exponencial. 


Comprobamos que, cuanto más 
x |-1 -2 -3 -4 lim 2*=0 | negativo es el valor de x, el resultado 


Apt EE ERE EN ss cada vez está más cerca de 0. Por tanto, 
y (2*=1/2%=1/2 2*=1/2%=1/4 [2*=1/2%=1/8 2*=1/2*=1/16 o old 


A 1] 


Otro aspecto muy interesante y que observamos es que los valores de "y" son siempre positi- 
vos, nunca negativos y distintos de O, es decir, no corta al eje OX. Por tanto, podemos concluir 
que:Domf=R e  Imf=(0,-<o). Su representación gráfica es: 


Puntos de corte con el eje OX. Vemos que no corta 
y = 2*(y=0) >0=2* > No existe ningún valor de x 
para el que 2"= 0 (2% = 1,0 que 2” = 1/2) 


Corte con eje OY. 
y =2%=1 (x=0)>(0,1) como se puede comprobar 
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Otro aspecto que podemos observar es su rápido crecimiento. En muy poco avance horizontal 
subimos mucho en vertical. Y cada vez más, cuanto mayor es "x”". 


Otro aspecto importante, y que nos va a servir para hallar la expresión algebraica de una 
gráfica exponencial, es la siguiente: Si nos fijamos en la asíntota horizontal, una unidad más 
arriba está el punto que tiene por imagen 1, (ya que k = 1) que corta al eje OY, en nuestro caso, 
el (0,1) (el punto donde la función corta a la recta horizontal y = 1) 


Ejercicio. ¿Sabrías representar la función y = (3)? 
Haz una tabla, semejante a la anterior, observa y expresa lo que obtienes. 


60.2. Vamos al revés. Si nos dan la gráfica, ¿cómo hallamos su expresión algebraica? 


Observemos la siguiente gráfica. 


La pinta es de una función exponencial decrecien- 
te. Corta al eje OY en el punto (0,1) > "No está 


desplazada”. 


Entonces, y = a”. Cojamos un punto de la gráfica 
distinto a (0,1). Por ejemplo, (-1, 3) y sustituyamos 


3=a* > 3=1/a > a=Y% >y= (4%) 


Ejercicio. Halla los puntos de corte con los ejes de esta gráfica, a partir de su expresión alge- 
braica. 


Ejercicio. Halla la expresión algebraica de las siguientes gráficas de debajo. 
Pistas. En la gráfica segunda, el primer trozo es "parábola". El segundo trozo, exponencial de 
base "a". En ninguna de las dos gráficas, la exponencial ha sido trasladada. 


443 


60.3. ¿Te atreves a trasladar? 
Ejemplo. Vamos a representar la función y = 2%** e y=2**- 4. 


La función verde es y = 2*. Si desplazamos 4 unidades hacia la izquierda, obtenemos la función 
y = 2% Y si nos desplazamos 4 unidades hacia la izquierda y 4 unidades hacia abajo, obtenemos 
la función y = 2***- 4, Representemos 


Análisis. La asíntota horizontal de cada una se desplaza verticalmente, si existe ese desplaza- 
miento vertical de la función. En las funciones 2* y 2%* no existe desplazamiento vertical, por 
eso la asíntota horizontal sigue siendo y = O. Sin embargo, la función 2** - 4 sí se desplaza 4 
unidades hacia abajo y su asíntota también (y = -4) 


Vamos a fijarnos en la gráfica de la función y = 2*. 

Para x = O > y = 1 (punto B). La diferencia en vertical con respecto a la asíntota es 1 u. Vamos 
ahora a la y = 2**. La diferencia entre la asíntota de ésta y el punto A (-4,1), donde y = 2**= 
2” = 1, sigue siendo 1 u. 


Pero aún mejor. Observa la función y = 2** - 4. La diferencia en vertical entre la asíntota y 
la "x" que hace 1 el valor de la parte exponencial de la función, y = 2%*-4=2%-4=1-4=-3, 
sigue siendo 1. Esto nos va a dar una pauta para calcular la expresión algebraica de funciones 
exponenciales. 
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60.3.1. Puntos de corte con los ejes de las gráficas anteriores. 


Veamos las gráficas con un zoom 
Ue 
Corte con eje OY, el punto (0,1) 
como ya hemos visto 
y - 2* +4 
Corte coneje OY  (x=0)> 
y = 2%*= 2*=-16 >(0,16) 


> 
6 8 10 12 14 16 18 


Corte con el eje OX (y=0) = 
O = 2*** . Volvemos a lo mismo. No 


y existe ningún número para el que 
A 2" = 0. No hay. (Como vemos) 
40 y - 2* +4 _ 4 


Corte con el eje OY (x=0)> y=2%*-4=2%*-4=12 >(0,12) 
Corte con el eje OX (y = 0) >0=2*%-4>4=2** 


¿Cómo resolvemos esto? Más abajo vamos a ver cómo se resuelven ecuaciones exponenciales. 
Un adelanto de esta ecuación exponencial sencilla. 


2***- 4 > Podemos pensar de distinta forma. 


- Pensemos en solución de una ecuación. Número que sustituido en la "x" hace que obtengamos el 
mismo valor en los dos miembros. ¿A qué elevamos 2 para que nos de 4? Respuesta: a 2 


> el exponente debe ser "2" > x+4=2 > x=-2 = corta en (-2, 0) 


- Mediante descomposición factorial > 2***=4>2**'*=2%>x+4=2>x=-2 > (0,-2) 


si las bases son iguales, los 
exponentes deben de ser iguales 


- O utilizando las propiedades de potencias. En este caso 2"-2" =2"*" > 


2024 32-22452%=-4/16 >2=7 >2=-4 '32=(2) >2%=2%?>x=-2 > 
(-2,0) (mucho más sencillas las anteriores) 


Ejercicios. Representa las siguientes funciones y expresa si es creciente o decreciente, sus 


tendencias, asíntotas y continuidad. , 
x +1 si x<0 


y = gr? ; y = (2y"? ; y = E y = (2)? - 3; x ( a 


X< 
n 
O 
—, 
e 
| 
ER 
E 
Rd 
e 
pod 
V 
o 
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60.4. Vamos al revés. Tenemos las exponenciales trasladadas, ¿cuál es su expresión alge - 


braica? 
Supongamos que tenemos las exponenciales del ejemplo anterior ¿Cómo podemos hallar su ex - 
presión algebraica? Vamos a aplicar la pauta que hemos visto antes. 


Vamos a la verde. Es una función claramente exponencial 
con asíntota y = O. Busquemos un valor de coordenada “x" 
con un valor de y = 1. Es el punto (0,1). Por tanto, no está 
desplazada para ningún sitio. Quiere decir que es de la 
forma y = a* 


Cojamos un punto cualquiera distinto del (0,1). Por 
ejemplo, el (1,2) y sustituyamos en la función. 


2=a>a=2 >y=2* como ya sabíamos. 


Si pensamos un poco, la gráfica es creciente. Y a! = a. Cogiendo el punto de coordena- 
da x = 1, (1 unidad a la derecha) la coordenada "y = 2" Por tanto, el valor de a = 2. 


Vamos a la roja. La asíntota sigue siendo y = 0, es 
decir, no hay desplazamiento vertical. Busquemos el va- 
lor de coordenada x que está 1 unidad más arriba de 
y = 0, es decir, el que tiene y = 1. Es el punto A (-4, 1). 


Por tanto, la gráfica está desplazada horizontalmen- 


te 4 unidades hacia la izquierda. Su expresión algebrai-" * 
ca será y = a”. Cojamos un punto distinto de (-4,1), por 
ejemplo, el (-3,2) (1 unidad desplazada a la derecha > 
a=2)> 2=a%* >2=04>a=2>y=2* 


O como antes. Pongámonos en el punto (-4,1) y nos movemos 1 u hacia la derecha. Estamos 
en (-3, 2). Luego a = 2 


Y ya la azul. En este caso, la asíntota es y = -3. Quiere 
decir que la función está desplazada verticalmente hacia 
abajo 3 unidades. Busquemos el punto de coordenada *x" 


A 1] 


que tiene un valor de "y" 1 unidad superior a -3, es decir, 


el punto (x,-2). Es el punto (-4,-2). Por ello, la función es- ' 
tá desplazada 4 unidades hacia la izquierda. 


Por tanto, la expresión de esta función será y = a** - 3. 


Cogiendo el punto (-3,-1) y sustituyendo, volvemos a obte- 
nera=2 > y=2%-3, 
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O como antes, otra forma de hallar la "a" es: Sabemos que está desplazada 3 unidades hacia 
abajo. Vamos a subirlo 3 unidades hacia arriba. Una vez subido, el que corta a la recta y= 1 
es el punto (-4,1). Nos movemos 1 u a la derecha y estamos en (-3,2). Luego a = 2 


Ejercicio. Halla la expresión algebraica de las siguientes funciones: 


Ejercicio. Halla la expresión algebraica de las siguiente función a trozos. 


4 


Ejercicio. Esboza las gráficas y = 2*- 1e y = x + 1. Halla los puntos de corte de forma aproxi - 
mada. 
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Problema. Vamos otra vez a coger nuestra botella. La relación del volumen de un cilindro con su 
altura y radio es, como ya sabemos, V = r:r”-h. Queremos hacer una botella de capacidad 25 cl 
que se pueda coger cómodamente con la mano. ¿Qué altura deberá tener la botella? ¿La altura 
que has puesto es "agradable a la vista”? 


La exponencial es un tipo de función muy importante que modeliza una multitud de procesos 
que existen en la naturaleza. Se habla de función exponencial "a secas" cuando la base es el nú- 


n_ 08. 


mero e. 


Algunos ejemplos de funciones exponenciales (a secas y no a secas), son el crecimiento de 
una población de "bichos" cuando colonizan un espacio, con apenas depredadores y con todos 
los recursos que consumen a su disposición. O también, el modelo de crecimiento de un virus. O 
el modelo de disminución/aumento de la presión con la altura, lo que permite a un avión (con 
ciertas correcciones) calcular la altura a la que vuela. Vamos a ver algunos ejemplos de ellos. 


60.5. Ejemplo de aplicación. Crecimiento de un virus. Consideremos una célula infectada 
por un virus, el cuál se reproduce y contamina a otras 3 células cada día. Supongamos que el 


primer día se infectan 2 células. 


a) Expresa una función que modelice el crecimiento del virus (células contaminadas) en fun- 
ción del número de días que pasan. Representa esta función. 


b) ¿Cuántas células contaminadas tendremos cuando pasen 5 días? ¿Y cuando pasen 20 días? 


c) ¿Qué día tendremos 1.000.000 de células contaminadas? 


a) Construyamos una tabla. 


El día 1 tenemos contaminadas 2 células. ------=--===========>=>==>=>=>e>>========---- = 2:30 
El día 2, cada una de las 2 contamina 3 células — 2:3 células contaminadas ese día = 2:3* 
El día 3, cada una de las 6 contamina 3 células => 6:3 células contaminadas ese día = (2:3):-3 = 2-3* 
El día 4, cada una de las 18 contamina 3 células > 18-3 células contaminadas ese día = (2-3%)-3 = 2-3* 


iS A = 2.31 
A = 23ni 
día 1 día 2 día 3 día 4 día t Ya tenemos la función que modeliza el número de 


virus que tenemos cada día, dado por +. 


0 PE .q2- -q3- gti 
23 231=6 | 23%=18 | 2:3%=54 23' n(t) = 2:-31-! > Función exponencial del tipo k:a* 


Esta tabla, podríamos verla también como los 


ar=2:3% q222:3%  as=2:3% | ajr2:39% | aq-2:3" 


términos de una sucesión geométrica de razón r = 3. 


La función es y = 2:3*"*, que corresponde a una función exponencial (y = k:a*) trasladada 1 u a 
la derecha respecto de y = ka* con k = 2 (y = k:a*”*). El exponente es O cuando + = x = 1 > 
y = 2:3% = 2-1 = 2 > (1, 2). En este caso, no sería el (1,1) ya que queda multiplicado por 2 (k = 2). 
El trozo que nos interesa aquí es desde (1, «o), 
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Si volvemos a fijarnos en la tabla, se va 
obteniendo una progresión de números. 


A esta sucesión, como hemos dicho an- 
tes, se le llama progresión geométrica de 
razón 3, siendo 2 el primer término. El 
término general de esta progresión se es- 


n-1 


cribe de la forma a, = ayr 


b) Este apartado hay que leerlo bien ¿Cuantas células contaminadas tenemos el día 5? 


Si observamos la gráfica, tal y como la tenemos, se nos sale y no lo podemos ver. Vamos a de - 


ducirlo. 


día 1 se contaminan 2 células 


día 2 se contaminan 6. Entonces hay 


6+2 = 8 células 


día 3 > "18. Hay 18+8=26 
día 4 > "54. Hay 54+26 = 80 
día 5 > "162. Hay 162 + 80 = 242 


Luego el día 5 tenemos 242 células contaminadas por el virus. 


¿Y el día 20? Evidentemente, no podemos contar de esta forma, ya que si nos preguntasen el 


día 100, se nos haría eterno. Tenemos que hacerlo de otra forma. Para ello, vamos a utilizar la 


expresión general de "la suma de los términos de una sucesión geométrica”. 


- Vamos a llamar “S(20)" a la suma de los 20 primeros días 


Día 1 22:3% ; Día 1 + Día 2 => 2:3%+ 2-31: Día 1+Día 2+Día 3 => 2:3%+ 2:31 + 2-3 


Día 1+Día 2+ Día 3+ .... +Día 20 > 2-3%+ 2-3 + 2-3%,..+2:-3%* = S(20) 


- Multiplicamos la suma correspondiente a cada día por la razón, es decir, por 3 


3-Día 1 >2:3'; 3- (Día 1 + Día 2) > 2:3' + 2:3%; 3- (Día 1+Día 2+Día 3) > 2:31 +2:3%+ 2-3" .. 


3-(Día 1+Día 2+ Día 3+ .... +Día 20) > 2-3! + 2-32 + 2-3%..+2-3%=3-S(20) 


- Hacemos la siguiente operación: 


3:-S(20) - S(20) = (2-3! + 2-3? + 2-3%+ ..+2-3%) - 


2-3% - 2-32. El resto de términos se van. Entonces: 
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(2-32 + 2-31 + 2-3% ..+2-31) = 


3-S(20) = s(20) - s(20)(3 - 1) - 2.32 2 e s(20)= E O 


donde 2 es el primer término 
(as) y 3 es la razón (r). 
De forma general, la suma de los n primeros términos de una progresión geométrica es: 


_ ay r "a, 
r-1 


S(n) 


¿Y si r <1? Vamos a representar S(n) paraa, =1yr=3-> S(n)= 


S(a) 


7 8 9 


número de términos n 


Observamos que, conforme el número de términos es mayor, la suma se va acercando a 2. Es 
decir, la suma “S" de "infinitos" términos de esta sucesión tiende a 2. Y por muchos términos 
que sumemos, nunca se pasa de 2. Esto lo expresamos como el límite: 

A 
S=1lim S (n)=2> lim H£—=2 


2 — 
n> 00 n>00 YA 
2 
El número (5)" = 0.5”, cuando n es muyyy grande, es extremáadamente pequeño. Tiende a O. 


y) 0.5"—1 1 -a a 
Entonces, —S=lim 22——-<=lim= Ml _74_ 4, 


ma 3_1/ nu 05 05 r-1 lor 
2 


Es decir, la suma de los infinitos términos de una progresión geométrica de razón menor que 1 


a; 
P 


es S= 
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Problema: Se deja caer una pelota desde 16 m de altura y, cada vez que rebota, sube la mitad 
de la altura. ¿Qué distancia vertical recorre la pelota en total hasta el 4% bote? ¿Y hasta el 52 
bote? Ayúdate de un dibujo. 

¿Y con infinitos rebotes? 


Problema: Cuánto suman los 10 primeros números naturales? ¿Y los 10 primeros impares?. Va- 
mos a complicarlo, pero no mucho. ¿Cuánto suman los 100 primeros números naturales? ¿Y los 
100 primeros impares?. 

Por cierto, si consideramos los naturales, que hay más ¿números naturales o números natura- 
les impares? 


Problema. ¿En qué cifra acaba 37? ¿Y el producto de 3-5"? 


Problema. Consideremos la siguiente sucesión de triángulos equiláteros, en el que el primero 
tiene de lado 1 m, y donde en cada iteración, el triángulo se forma uniendo los puntos medios 
del anterior. Así, obtenemos la siguiente sucesión: 


A- Ar Ar és 


¿Cuál sería la suma de estas 4 áreas? ¿Y la suma de los 10 primeras iteraciones? ¿Y la de las 30 
primeras ¡iteraciones? 


60.6. Problema. Fractales. Triángulo de Sierpinski. 


El triángulo de Sierpinski es lo que se llama un "fractal". Un fractal es un "ente geométrico" 
en el que existe un patrón, el cual se va repitiendo a distintas escalas. Por decirlo de una mane- 
ra sencilla, si lo miramos desde lejos vemos un patrón y, conforme vamos haciendo sucesivos 
zoom, va apareciendo una y otra vez ese patrón. Por ello, debe tener una forma algorítmica 
(¿sencilla?) de construirse. 


El término "fractal" fué propuesto por Mandelbrot, que deriva del la- 
tín "fractus" y significa roto. Por ejemplo, el conjunto de Mandelbrot a 
la derecha (pixabay). En la naturaleza aparece, por ejemplo, en los hele- 
chos, en los girasoles, el crecimiento de cristales, .... 


Ejercicio. Busca en Internet distintos fractales que aparezcan en la 
naturaleza. 
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Ejercicio. Fíjate en la siguiente construcción 


Ar Av dx bx 


Supongamos que el triángulo equilátero primero de la figura es 1 u?. En la 1% iteración, se di- 
vide en 4 triángulos equiláteros iguales, uniendo los puntos medios de cada lado (y, por favor, os 
aseguro que todos los triángulos en los que voy dividiendo el triángulo anterior son equiláteros e 


iguales, aunque parezca lo contrario). 


Y si repito este proceso infinitas veces, obtengo el triángulo de Sierpinski. Este dibujo si es - 
tá mejor, no es como el mío. Es de pixabay. 


Volvamos a mis dibujos: 


¿Cuál es el área de cada uno de 


La 
fs los triángulos coloreados y blancos 
potacalan en cada iteración dibujada? 
e 
bb Sé 
A 2. ; 
y EN ¿Cuál es la suma de las áreas de los 
AVIV VIVIA es 
a a triángulos coloreados y blancos, 
parada adi, OS %, 
Ba Sa Sa £% considerando las iteraciones dibu- 
"3 
pon 2% o o 
VIVIR VIVIR ¿Cuál es la suma de estos triángu- 
EN Ls Le E 
fé A frér  fhén los coloreados y blancos en la ite- 
AAA ERUÁDAD Ó 24 
SS UN SN 2 ración 102 
e e EN EN 

De 2 ba be laca a 

a e e EUA ¿Cuál es la suma de los triángulos 
Ss AS ES ES ES ES ES 
ña Aé fat fé fla fat fé ££% coloreados y blancos en infinitas 
SS La, A e La > 2 EN á PAN > Ls y 


Das ass A A ADA A A De a 
Ds A A UA UA A UA UA LA VAN CALA PIN ALA LL A 


AAMAMA MAMA MAMA MAA MAMA AMA AAA AMA MAMA AMA AMA MAMA AAA MAA MAMA AAA MAMA A MAMA MA AAA AMA AAA MAMA MA it E n s? 
ITeraciones: 


Problema. La descomposición del isótopo estroncio 90 viene dada por: N(t) = No:e9%** don- 


de t está expresado en años, No es el número de núcleos inicial del isótopo, N(t) el de isótopos 
n_n 


radiactivos transcurridos un número t de años y "e", es un número irracional llamado constante 
de Euler, de valor aproximado 2,718, y que más adelante lo trataremos más profundamente. 


Supongamos que la cantidad inicial de estroncio es de 100 gr. ¿Cuál será la cantidad que que- 


dará cuando pasen 10 años? ¿Y cuando pasen 100 años? ¿cuándo quedarán 5 gr? Representa la 
función con geogebra y observa como funciona la descomposición de dicho isótopo. 
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Problema. El crecimiento de una población de linces tiene un índice de crecimiento del 1,5% 
(3/2 %) anual. Si en el año 2010 había 100 linces en España, 


a) Escribe la función que da la población de linces en función del número de años. (para ello, ob- 
serva como varía de forma anual en los primeros años) 


b) ¿Cuántos habrá en el año 2020, si no existiera ningún factor limitante? 
c) ¿Cuándo serán 500 linces ? 


d) Esboza la función. ¿De qué tipo es? 


Problema. En la siguiente tabla nos dan los valores de la presión atmosférica, en atmósferas, 
que corresponden a una determinada altura en metros. 


H | (m) [0 250 [500 [750 1000 1500 2000 (2500 ¡3000 (3500 | 4000 [4500 5000 [5500 5750 


P(atm) [1 0.971 0.942 [0.914 0.887 0.834 [0.785 0.737 [0.692 0.649 | 0.608 0.57 (0.533 0.498 0.482 


a) Utiliza geogebra y representa la nube de puntos. Busca la mejor expresión que se ajusta a 
esta nube de puntos. (prueba la lineal, parabólica y exponencial, y escoge la que mejor se ajus- 
te). 

b) Si la presión en la cima de una montaña es de 0.670 atm, ¿cuál es la altura de la montaña? 

c) ¿Cuál será la presión en la cima del Everest (altitud aproximada 8850 metros)? 

d) Si no has escogido la exponencial, prueba ahora esta curva de tendencia y halla los resulta - 


dos anteriores. Busca en Internet la relación de la presión atmosférica con la altura y compara 
con la que has obtenido en este apartado. 


Problema. Y si coges un folio (A4), que tiene un valor aproximado de 0,1 mm de grosor, y lo do - 
blas por la mitad 26 veces. ¿Cuál es el grosor (o más bien, altura) que alcanza? 


61. e 


Más arriba aparecía un valor en la base llamado Constante de Euler, “e”. Es un número irra- 
cional, de valor aproximado 2,71828. Como ejemplo famoso de número irracional está también 
el número rr. Este último, es la razón de la longitud de la circunferencia y su diámetro >=  L 
= 2rr > T=L/(271) 


Sin embargo, el número "e", ¿qué es? Este es más compli- 
cado. Vamos a intentar explicarlo, primero, partiendo de 
una función, la hipérbola y = 1/x. 


Pues "e” es el valor de la coordenada "x" que haría que el 
área, desde x = 1 hasta ese valor “x = e”, sea 1 u?. Observa 
el significado en la representación de la rama del eje OX= 


positivo de la función y = 1/x en la figura de la derecha. 
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Sin embargo, una definición más formal, (sin entrar en como se llegó a ésta) se define como 


el límite de la sucesión (145) cuando n tiende ao >  e=lim (145) 


n>00 


Xx 


le ., 1 yA . a 
Si representamos la función  y=(1+=) más abajo, se observa como la rama positiva de 
X 


esta función va tendiendo a este número conforme x va creciendo. 


Entonces, ya se le pueden aplicar las propiedades 
de potencias. Por ejemplo, e*/e* = e” = 1/e* ( es 
decir, aplicar todo las herramientas de las poten- 
cias a potencias de base "e”). O todas las caracte- 
rísticas de las función exponencial y = a*, cuando a 
=e. 


Por tanto, nuestra función y = e* la podemos 


" representar como en la figura de la izquierda. 


Ejercicio. A partir de la función y = e*, representa las funciones: 


y =ex*! y =e*-2; y=e"-2 
Ampliación. Y ya que ha salido, ¿sabrías representar la función y = 2-3%? 
Una vez representada, esboza las funciones y23 7 e y=230 +2, 


Halla también la expresión algebraica de 
las exponenciales de las funciones de la 
gráfica 
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61.1. Ampliación. Lay de Titus Bode. 

Y volviendo a las sucesiones, existe una sucesión singular llamada Ley de Titus-Bode. Un ma- 
temático llamado Johann Titus descubrió que las distancias de los planetas del Sistema Solar 
conocidos seguían una determinada sucesión, aunque se la atribuyó otro científico llamado 
Johann Bode. Esta consistía en la siguiente sucesión: 


d%=0 

a1=3 

2 =2:3= = 20 =6 

03=2:6=2:(2:3)= 2a02 =2%3 =2%a =12 

%4 = 2:12 = = 20 =2%3 =2%0=24 

as = 2:24 = = 204, =2*3 =2%a,= 48 

A, = = =2:4p-1= 2" *3 =2""*a, > sucesión geométrica de razón 2, con a; = 3 


Excepto do , el resto de términos se obtiene como el doble del anterior. Ahora, a cada tér- 
mino, le añadimos 4. 


bo = Mo + 4 = 4; bi=a1+4=7; b2=a,+4= (2:01) + 4 = 10; bz = az + 4 = 2%a, + 4 =16; 


b¿=04+4=2%0+4=28: bs=05+4=2%0+4=52:..: bp,=a,+4=20,-1+4=2" 20, +4 


Y si dividimos por 10, entonces obtenemos la sucesión 0,4; 0,7; 1; 1,6; 2,8: 5,2; 10; 19,2; ..., 


n1. 
Io paran =1,2,3,..... y Co0= 4 


cuyo término general vendría dado por c, = 16 


a +4 
O, de otra forma, C, = 07 con n:0,1,2,3,..... 


Por entonces, los planetas conocidos eran Mercurio, Venus, Tierra, Marte, Júpiter y Saturno, 
cuyas distancias al Sol eran 0,38; 0,72; 1; 1,52; 5,2; 9,54 unidades astronómicas (UA). 


Se llama unidad astronómica a la distancia de la Tierra al Sol. Herschel descubrió Urano, que 
estaba a 19,18 UA. El error existente entra las distancias reales y las dadas por esta ley es pe- 
queño. Solo se dispara en Neptuno y Plutón. 


La 


Ejercicio. ¿A qué "planeta" corresponde el valor que nos hemos saltado de c,= 2,8? 


Ejercicio. Con geogebra, representa los valores reales y los obtenidos con esta ley de las dis- 
tancias de cada uno de los planetas al Sol. Observa como es la coincidencia de estas gráficas. 
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62. Vectores libres. La recta 


Suma y resta de vectores libres. 


Dados dos vectores ú y V de componentes (u,, u,) y (vx, vy), respectivamente, 


se define la suma y resta de vectores : 
(u+v) = (Ux, Uy)+ (Vx, vy) = (Use Vx, Uy+ vy) 


> 


(u—=v) = (Ux, Uy) - (Vx, Vy) = 


D 


5 
Y 
e] 
4 


(uz, uy) + (-v,, -vy) - (Uu, - Vx, uy, 5 vy) 


Suma 


Si observamos estos vectores en la figura de la 
derecha, y llevamos el vector ú al origen y el 
vector V seguidamente, el vector que une el 


origen de ú con el extremo de v nos da el 
vector (u+v) 
ú= (12): V-(31) > 


(3,1) = (1+3, 2+1) = (4, 3) 


(utv) = (1,2) + 


Resta. 

Si la definimos como la suma de ú con 
el opuesto de v (vector dá ), suman- 
do, unimos el origen del vector úu con el 


> 


extremo del vector - VY obteniendo el 


vector resta b = (2-21) 
ú = (12) 9 =(31) > (v)- 
(3,1) = 

(u=v) = (1,2) - (3,1) = (1,2) + (23,-1) = 
(1-3, 2-1) = (-2,1) . 


Ejercicio. Recuerda lo que has visto ya de la 


recta y halla la ecuación de la recta que pasa por 


los puntos A (-1, -2) y B (2, 4). Halla también la ecuación de una recta paralela a la anterior que 


pase por el punto C (4, 3). 
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62.1. Ecuación de la recta 


Consideremos la recta que pasa por el punto A (1, 2) y tiene por pendiente m = 1/2. Su ecua- 


x+3 
2 


Cómo la pendiente m = 1/2, quiere decir que si, desde el punto A anda-* E 
mos en horizontal 1 u, subimos en vertical 1/2 u. O mejor, si andamos 2 , 


unidades, entonces subimos 1 u, llegando al punto B. Así, obtenemos el 


ción, por ejemplo, en forma punto-pendiente, sería y = 2-3 (x-1) => y= 


vector (AB) = ú =(2,1) y argumento a. 


Entonces, podemos hacer la siguiente construcción de vectores. 
Dados los puntos A y B, trazamos la recta r. 
al Con el punto A, definimos el vector 
(OA) = % =(12). 
El vector ú ,ya visto, de componentes 
(u,, uy) = (2, 1) con tan a = uy /uz. El vector 
(OB) = %w =(3, 3). 

Elegimos un punto X de coordenadas 
(xy) al azar (aunque, en este caso, lo cono- 
cemos). Así, definimos el vector (OX) de 
componentes (xy) y el vector (AX Le 
1, y-2). 


El vector (AX) será el vector ú mul- 


' tiplicado por un número desconocido (si te 
fijas, puedes ver que es 2,5 = 25/10 = 5/2) 


Ya hemos visto la suma de vectores, y si nos fijamos, se puede observar que: 


(OB) =(3,3)= (OA)+ú =(1,2)+(2,1)= (1+2, 2+1) = (3, 3) 


> > 


Por lo mismo, (OX)=(0A)+(AX)>(OX)=(0A)+kú (donde ya sabemos que k va a ser igual a 
5/2) 


A esta ecuación, se le llama ecuación vectorial de la recta, y al vector ú se le llama vec- 
tor director de la recta. 


Entonces (x, y) = (1,2)+k: (2,1) Ecuación vectorial de la recta 
(x, y) = (1,2)+k (2,1) = (1, 2) + (2k, k) = (1+2k, 2+k) => 


x=1+2k A estas ecuaciones se les llama ecuaciones 
y=2+k paramétricas de la recta. 
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Si eliminamos la k por sustitución, por ejemplo => 
x=1+2k 

y=2+k =>k=y-2 > sustituyendo en la de arriba, obtenemos 
x=1+2(y-2) => x=1+2y-4 >= Pasando todo a un miembro 
x-2y+3=0> ecuación general de la recta 


O despejando "y" se obtiene 


+3 sa j , 
y= => que coincide con la ya calculada más arriba. 


Ejercicio. Halla la ecuación vectorial, paramétrica, general y explícita de las siguientes rectas 


De forma general y en resumen, podemos decir que, dado un punto A de coordenadas (a,, a,) 
y un vector de la recta ¡ú de componentes (u,, uy) : 


(OX)=(04)+(AX)>(0X)=(04)+Kkú > (x,y) = (az, ay) + k-(uz, u,) Ecuación vectorial 


a, + k-u, 


a, + k-u, => Ecuaciones paramétricas 


Despejando "k" en cada una de las ecuaciones 


x=, ¿di 20 


> Ecuación en forma continua 
Us ly 


Multiplicando en cruz y pasando todo a un miembro 


(y - a,)'u, = (Xx - as) uy —> Ux'y - Ux'Ay - UX +U/0¿=0 > -UyX + Uy + Uya,- Ura,= 0 
A:x+B-y+ C =0 
Ecuación general 
donde, como se puede observar, el vector 


u = (uz, uy) a (B, -A) 
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Si observamos el ejemplo anterior, donde hemos puesto dos ecuaciones generales de la recta 


(que en realidad es una, según pasemos a un miembro u otro) y donde el vector u = (2,1), 
obteníamos 
x-2y+3=0 > (B,-A)=(22,-1)= (-u) = (AD) 


ó -x+2y-3=0 >(B-A)=(2D)= ú = (MB) 


ambos vectores directores de la recta, con misma dirección y 
sentidos contrarios. 


62.2. Ejemplos de vectores, 


Existen multitud de magnitudes vectoriales. Va hemos visto una: la fuerza. Dependiendo de 
donde se aplique, de su dirección, sentido y módulo, el efecto será distinto. Uno de los efectos 
más intuitivos es la aplicación de una fuerza a un objeto. Si es lo suficientemente fuerte, se 
moverá y puede que aumente su velocidad. En el momento que dejemos de realizar la fuerza, 
disminuirá su velocidad hasta pararse, debido a las diferentes fuerzas de rozamiento. 


Este hecho se explica a partir de la llamada 2? Ley de Newton  F,=m:á 


Cuando empujamos un objeto en un movimiento rectilíneo, actúa nuestra fuerza y la de roza- 
miento. Cuánto mayor masa tiene, más fuerza tenemos que aplicar para que comience a andar. 
Si nuestra fuerza supera a la de rozamiento, comenzará a moverse y en cuánto dejemos de 
ejercer nuestra fuerza, solo actuará la de rozamiento y se parará. 


Otros vectores importantes son la velocidad y la aceleración. Por ejemplo, la velocidad siem- 
pre lleva la dirección de la tangente en cada punto de su trayectoria. 


Por eso, un coche en una carretera húmeda (el rozamiento se ve disminuido por la capa de 
agua que hay entre la rueda y el asfalto) en cuanto derrapa, se sale en la dirección de la tan- 
gente a la curva en ese punto. Este hecho nos permite, por ejemplo, en los circuitos de carre - 
ras estudiar donde se deben poner las zonas de seguridad, ampliándolas y poniendo tierra y 
sacos. 


O la aceleración. Cómo al ejercer una fuerza, aumenta la velocidad. O como en un movimiento 
uniforme pero curvo aparece una fuerza ficticia que nos empuja y acelera hacia fuera. 


Ejercicio. Si un cuerpo de 50 kg, es empujado en una llanura con una fuerza de 100 N, forman- 
do un ángulo con la horizontal de 30%, ¿qué aceleración adquiere, sabiendo que la fuerza de ro- 
zamiento es de 5 N? 
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Ejercicios. 

a. Se quiere repartir un premio de 10.000 €, entre los 3 primeros ganadores de una carrera de 
1000 metros, inversamente proporcional al tiempo empleado. Sabiendo que el primero lo realiza 
en 120 sg, el segundo en 150 sg y el tercero en 200 sg, ¿qué cantidad recibe cada uno? 


b. Factoriza el siguiente polinomio: x* - 6x? + 9x 


(x+2)-(x-3) 


c. Resuelve la inecuación > 
(x+1) 


>0 


d. ¿Cuantos grados son 71/6 radianes? 


e. Sabiendo que la tangente de un ángulo a. es igual a 2 y que este ángulo pertenece al TIT cua- 
drante, calcula el resto de razones trigonométricas. 


f. Calcula el área del triángulo de la figura 


80m 


A 


120 m 


g. Expresa la función a trozos correspondiente a la 

recta y la parábola. Después, resuelve analíticamente 

el sistema de ecuaciones de la recta y la parábola que 

aparecen en la gráfica y comprueba los puntos de cor- 
te de estas dos gráficas. 


Halla la expresión analítica del sistema de inecuacio- 


nes de la figura de la izquierda. 


63. Ejercicio. Calcula mentalmente lo siguiente 
456 + 789: 375-783; 7:45: 6:852; 456:4; 248:7 ; 20% de 35; 30% de 60 


64. Volvamos a la exponencial. 


Ya hemos visto que para calcular puntos de corte, debemos resolver ecuaciones exponencia - 


les. Vamos a ver algunas sencillas. Y otras más complicadas, las veremos después de definir el 
logaritmo. 
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Ejemplo. Recordemos. Halla los puntos de corte con los ejes de la función y = 2***- 4 
- Conel eje OY (x=0)> y=2%*-4=2*-4=-12 > (0,12) 


- Coneleje OX (y=0) >0=2*%*-4->4=2%% ecuación exponencial 
2***=4 > Podemos pensar de distinta forma, como hemos visto más arriba 


- Pensemos en solución de una ecuación. Número que sustituido en la “x" hace que obtengamos 
el mismo valor en los dos miembros. ¿A qué elevamos 2 para que nos de 4? Respuesta: a 2 
> el exponente de 2 debe ser "2" -> x+4=2 => x=-2 => corta en (-2, 0) 


- Mediante descomposición factorial >2%**=4 > 222% > x+4=2> x=-2> (0,-2) 


- O utilizando las propiedades de potencias. En este caso 2"-2" = 20M 32%*%%24 >2%-2%24 
> 2=4/16 >2=% >2=4* >2*= (2) >2*=2% > x=-2>(-2,0) 


Ejemplo. 8%*=16*"* 

Cuando ya no es tan fácil ver la solución, debemos de fijarnos en las bases. Sus bases son 8 y 
16. ambos números son múltiplos de 2. Cuando esto ocurra, a descomponer en factores y ya se 
ve muy claro 

8 = 16 > (29% =(2%y* > 2%=2%%-D >  Aligual que antes 6x=4(x-1) x=-2 


Ejemplo 3% ?""=1 
Ahora no tienen la misma base, peeeero una de ellas es 1 = a?. Por tanto, 
ga > x-2x+1=0 >x=1 


Ejemplo. 4***+2***= 32 
En este caso vamos a aplicar la 3% forma, ya que, las bases 4 y 2 se descomponen factorial - 
mente como 2" 


peta 2332 > (2 yt 20232 > 2d 2032 > 224 292% 32 > 


fíjate lo que vamos a hacer ahora con el 2% > 2% = (2%) > Por tanto 


Esto nos permite hacer un cambio de variable. Recuerda como también se 


ye PS 2 A x= > Y . . . ., 
4(2+ 8:2* = 32 hacía en la bicuadrada. Es decir, si hacemos que 2*= +, entonces la ecuación 


4 ++ 8:+t=32 > 44t%+8t-32=0 > ecuación de 2? grado 
P+2t-8=0> t,=2 y t¿=-4 Ahora, deshacemos el cambio 


Hal 2er lia. e Ml 


t,= -4 > 2%*=-4 => Ya sabemos que no tiene solución 


Por tanto, la solución de mi ecuación exponencial es x = 1 
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¿Y que ocurre cuando al descomponer los números no se parecen ni en el blanco de los ojos? 
Vamos a ver primero los logaritmos y después lo tratamos. Pero antes, unos ejercicios. 


Ejercicio. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales. 


ml 
a. 10%10* = 100 a a O E =D / d. 39D - 28-3+3=0 


Ejercicio. Halla los puntos de corte con los ejes de la función h(x) = 2*- 2*:Comprueba, des- 
pués, con geogebra mediante la representación de esta función. 


Ampliación. Fíjate que esta función es la diferencia de la función f(x) = 2* con la función g(x) = 
2* = (2). Si representamos por separado cada una de estas y después restamos los valores de 
las coordenadas "y" en el orden correspondiente, obtendríamos el valor de la coordenada "y" de 
nuestra función de partida para cada valor de x. Esto es un ejemplo de operaciones con fun- 


ciones. 


En nuestro caso h(x) = f(x) - g(x)= 2*-2*%= 2- (5) 


Veamos algunos puntos ejemplo. 


En x= 0, f(0)= g(0)=1 
> f(0)-9(0)=1-1=0=h(0) 


Enx=1f(1)=2 yg()= 2. 
> f()-9(1)=15= h(1) 


En x = 1, f(-1) = 3 y g(-1) = 2 
> f(1) - g1) = 15 = h(-1) 


Interesante. Operando funciones, podemos obtener como son otras funciones. 


Ejercicio. Esboza las siguientes funciones: g(x) = x? y h(x) = x - 1. Después, obtén la función 
f00 = g(x) + h(x) de forma manual. Una vez hallada, comprueba representando la función f(x) = 
g(x) + ho) =x+x-1. 


Problema. Resuelve el siguiente problema, representando ambas funciones. 
En un corral que hay 11 gallinas y conejos. Se cuentan 11 cabezas y 32 patas. ¿Cuántos animales 
hay de cada clase? 


Problema. Antonio saca el dinero de su hucha de monedas de 2€, y cuenta 25 monedas. Las 
agrupa en 3 columnas con un número impar de monedas en cada columna. ¿De cuántas formas 
puede hacerlo? 
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65. Definición de continuidad mediante límites. 


Antes de adentrarnos en los logaritmos, vamos a definir la continuidad de una manera más 
formal. ¿Te acuerdas de la función que vimos que nos iba a servir para definir la continuidad? 
No importa, era la siguiente. 


Si te acuerdas, la expresión algebraica de esta 
función era: 


x+2 si  x<1l 
f()=13 si 1<x<5 
—x+8 si x>5 


Vamos a fijarnos en el punto x = 5, donde la función es discontinua. 

Si vamos con el lápiz recorriendo la función de izquierda a derecha, en este punto tenemos 
que levantar el lápiz y volver a ponerlo en el siguiente tramo. 
Si hacemos los límites por la derecha y por la izquierda en x = 5, tenemos 


lim f(x)= lim 3=3 y lim f(x)=lim —x+8=3 Los límites son iguales. Sin embargo, 
x>5* x>5* x>5" x95* . 
no existe f(5) 


: Vamos a esta otra función de la izquierda, que 
ya has visto anteriormente. 

Nos colocamos en x = O. Como ya sabemos, en 
este punto, la función es discontinua. Tenemos 


que saltar. 


Vemos que f(O) = O, entonces su expresión al - 
gebraica es 


_ px si x<0 
Ls (1/2) si x>0 


Vamos a ver los límites en x = O . 
En este caso, los límites laterales 


lim f(x)= lim x=0 y lim f(x)= lim (1/2)'=1 


x>0” x>0”“ x>0" x>0” 


son distintos. 
Vamos a razonar sobre la discontinuidad, una vez visto estos dos ejemplos. 


En este último caso, hay un salto en x = O, desde O hasta 1. Es insalvable, los límites laterales 
son distintos. Por tanto, cuando los límites laterales son distintos (finitos o infinitos) la función 
es discontinua en ese punto. 


En el caso del ejemplo, la función se dice que en x = O es discontinua de salto finito. 
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Una discontinuidad de salto infinito sería, por ejem- 
plo, la función inversa y = 1/x (gráfica de la derecha) en 


x=0 ] 
lim 1/x=-0w0 y lim 1/x=00 
x>0* x>0" 


Entonces, si limf(x) + lim f(x) ó  noexiste el- E + ; ; 


S $ 
x>a x>a” 


lim f(x) óel  limf(x) , la función es discontinua en 


x>a x>a 
x=a do 
Za x+2 si  x<1l 
Volvamos a la función: —f(x)=/3 si 1<x<5 


—x+8 si x>5 


Su representación era 


Esta era discontinua en x = 5. Vi- 
mos que los límites laterales eran 
iguales, pero no existía f(5). Quiere 
decir que si no existe f(a), entonces 


la función es discontinua en f(a). En- 


tonces, 


+ lim f(x)= lim f(x)*f (a) 


x>a” 


Y ahora, pensemos. Si en esta función, f(5) hubiera sido igual a 3, entonces, donde termina 
una, empieza la siguiente y sería continua. (no hubiéramos tenido que levantar el lápiz). 


Es decir, si nuestra función se hubiera escrito de la siguiente forma (la diferencia con la de 
arriba está en rojo) 


x+2 si x<1l , 
f(x)=/3 si 1<x<5 entonces sería continua. 


—x+B Sí -X25 
Por ello, podemos ver que una función es continua en un punto x = a si: 


lim f(x)=lim f(2)=F(a) 


x>a 
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Ahora, en la siguiente gráfica, que va a ser una exponencial, le vamos a quitar algo. Observa 


atentamente. 


Esta es la función y = 2% con un pequeño 
salto. Vemos que la función es disconti- 
nua en x = 1. Su expresión algebraica se- 
ría: 


=12% si xx%*1 
x)= 
fix) E si a 
En x = 1, tenemos que saltar hasta y = 3 
y volver otra vez a la función. Los límites 
laterales en x = 1 son: 


lim 22=2 = lim2*=2 +f()= 3 > 


x>1' x>1* 


discontinua en x= 1 


Pero si f(1) hubiera sido igual a 2 (f(1) = 2), entonces si sería continua. A este tipo de discon- 


tinuidad se le llama evitable. 


Ejercicio. Representa las siguientes funciones y estudia su continuidad. 


a. b. 
=p" si ee AOL: 


xXx" si x>0 0 


66. Función logarítmica 


si x>0 


a si  x>0 


si 24 sp si a 


La función logarítmica, aparentemente, parece una función complicada. Pero no debemos 


preocuparnos, no lo es. Es la función inversa de la exponencial. 


Supongamos la función exponencial (base positiva) y = 2*, donde x pertenece a IR y 2% al in- 


tervalo (O, >>). Por tanto, nuestra función inversa (logaritmo) va de (0,0) > IR 


f: 2: ¡R >(0,%) y vamos a llamar ahora f * : logaritmo,: (0, +) > IR 
x > y y > ox 

x > 2 2% => Xx 
loga(2%) = x 

(Cómo son inversas > f(f U(x) = x y f(F00) = x) 


exponencial_a(logaritmo_a(x)) = x y 
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logaritmo_a(exponencial_a(x)) = x 


Ya podemos inducir los siguientes resultados. Cómo 2* = y = log, (y) = x. Por ejemplo, como 
x=0> 2%=1 > logz(1) = O 
x=1> 2'=2 > log2(2*) = 1 
x=2> 2%=4 > log (4) = log2(2*) = 2 
x=3 => 2*-8 => log. (8) = log» (2*) = 3 


Ya podemos inducir una propiedad: 


x=zn> 2 y > log. (y = log. (25) =n log, (ar) =(n 


Sigamos. Si leemos desde la derecha = log: (y)=n > 2"= y 


¡Alehop!, ya tenemos una definición de la función logaritmo: 


log, (x) = y =a'= x que se le llama logaritmo de x en base a 


Vamos a representar la función log»(x). Para ello, vamos a realizar una tabla más completa, 
aplicando la definición de logaritmo. 


xz1> log2 (1) = O x=3 > log2(1/2) = y > 2=(4)=2* > y=- 
xz2> log? (2) = log2(2*) =1 xz* > log2(1/4) =y >2'= 5 (1/23) 22% y y =-2 
x=4 >= log: (4) = log: (2*) = 2 x= 3 > log2 (5) = log»(1/2*) = log. 2* = -3 


x=8 > log. (8) = log. (2*) = 3 x = 1/16 > log. (1/16) = log» (1/2*) = log. 2* = -4 


Xx 1/16 3 3 3 
Y =log2x -4  |-3 -2 -1 


O RP 
Ha 
(9) 


Como se puede observar, el dominio es 
(O, «2), como ya habíamos visto. Es una 
función creciente, aunque crece despaci- 
to (al contrario que y = 2%). 


Su imagen es R, no corta al eje OY y 
corta al eje OX en (1,0) 


(log.x=0 >2%=1 >x=0 =>(1,0)) 


Por otro lado, existe una asíntota vertical en x = O (sabemos que el valor x = O no se lo pode- 
mos dar). En los valores de x, tales que O < x < 1, la imagen que se va obteniendo es, en valor ab - 
soluto, cada vez mayor, pero teniendo en cuenta que son valores negativos. 
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Por tanto, — lim f(x)=-0w0 


x>0* 
Por la izquierda, no nos podemos acercar, ya que no podemos darle valores negativos. Su do - 
minio es (O, oo) 


Si representamos con geogebra las dos funciones, y = 2* y log»(x), una inversa de la otra, 
debe de ocurrir lo que ya sabemos en las funciones que son inversas: son simétricas respecto a 
la recta y = x 


Ejercicio. Esboza la función f(x) = log:,3 x. Da valores a x que sean potencias de 3 (3, 9, 1/9, 
1/27,...). Estudia sus puntos de corte con los ejes, monotonía, continuidad.... 

Ejemplos. 

log 81 = y >3"=81=3%>y=4 ó  log3 81 = logz 3*= 4 

log: 32 = y => (3)=32=2%=(3)>y=-5 

loga ($)= y >4=4=(8P=2* (2) =2V=2% =2y=-3 > y=-3/2 
log,8=3>a*=8=2%>a=2 

log,4=5 >0=4=2% > YVa=a=12 


log3 x= 9 > 3%= x 


Nota: al el logaritmo en base 10 no se pone la base. Es decir, cuando nos aparece log 1000, lo 
que se quiere calcular es el logi, 1000. Entonces, 


log 1000 = log 10? = 3 :; log 0/01 = log 1/100 = log 100” = log 10” = -2 
log 10* = 4 : log 10*=-4 


Fíjate que el logaritmo nos da "el orden de magnitud” de dicha cantidad. 


Ejercicios. Calcula el valor de x en los siguientes logaritmos. 


logz64=x:;  log31/243=x:; log0,001=x:; logsx = 125 ; log3x=-7 ; logi,28=X:; 
log,8=3; log V8l=x ;logx 2=3; logia 9=X:log1/10=x :  log;j V1/16=x 
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66.1. Aplicación: pH. 


El logaritmo es una función que aparece multitud de veces en el estudio de fenómenos de la 
naturaleza. Por ejemplo, el pH es una magnitud que nos clasifica la acidez o alcalinidad de una 
determinada sustancia. 


Se define de la siguiente forma: pH = - log [H*] (recuerda, la base no aparece escrita. 
Por tanto, base 10) donde [H*] es la concentración de protones, medida en moles/litro. Se 
toma como sustancia neutra el agua, que tiene un pH = 7. 


¿Qué pH podría tener una sustancia ácida? ¿Y una alcalina o básica? 


Sustancia Neutra > pH=7 > -log[H']=7 > log[H']=-7 > 10” mol/litro = [H'] 
Por tanto, una sustancia ácida debe tener mayores concentraciones de [H"]. Por ejemplo, 
[H* ] = 10%, 107, .... (moles/litro) 


Tomemos [H*] = 10 mol/l. Entonces pH de esta disolución será: 


pH = - log [10% ]= - (-6)=6 quiere decir que una sustancia ácida tiene valores de pH < 7, y 
cuanto menor sea el pH, más ácida. 


O por ejemplo, si nos dice que el pH = 4,5 ¿cuánto vale la [H' 1? 

Ya sabemos que es ácida. - log [H1]=45>  log[H]=-45 => [H' ]= 10% = 
e 

10%=10 “M=10 2=4/107? mol! 


Por tanto, una sustancia básica tendrá valores de pH > 7, y cuánto mayor, más básica. 


Problema. 

a. Comprueba que el pH es mayor que 7 pará sustancias básicas. 

b. En un bote de ácido sulfúrico se nos dice que el pH es de 2,6. ¿Cual es la concentración de 
[H32 

c. Si la [H*] = 10%, ¿cuánto vale su pH? 
Problema. Una persona es contratada por una empresa de ventas. Le ofrece dos tipos de con- 


trato laboral: un sueldo fijo de 500 euros más el 15% de las ventas que consiga, o un 30% de las 
ventas que consiga. 


a) Calcula las dos funciones y estudia cada una de los contratos en función de las ventas. Re- 
presenta ambas funciones. 


b) ¿Cuál de los dos sueldos es más ventajoso? 


66.2. ¿Seremos capaces de mover la función logaritmo? 


Esto ya no debe tener dificultad para nosotros. 


468 


¿Cómo sería la función y = log, (x +1) - 22 Cómo ya sabemos, la función y = log» x se moverá 
1 unidad hacia la izquierda y 2 unidades hacia abajo, obteniendo: 
¿Cuál será el dominio? 
Vemos que (-1, «o). Vamos a hallar- 
lo de forma algebraica. 


Como sabemos, para la función y = 


log,x es (0, eo). Quiere decir que x 
€ (0,0) > x>0. 


Por tanto, si nuestro logaritmo es 
y = log2 (x + 1), entonces x+1>0 => 
x>-1, 

Dominio de log; (x + 1) - 2 es 


(=1,5) 


Puntos de corte con los ejes. 
Eje OY -— y = log2(0+1) - 2 > y = logr(1)-2 =y=0-2 =y=-2 => (0, -2) 
Eje OX 0= loga(x + 1) - 2 > 2 = loga(x+1) > 2? =x+1 >x=3 > (3,0) 


Ejercicio. Dada la función y = log,,2 x, esboza la función. Después, a partir de esta, esboza las 
gráficas de más abajo, hallando el dominio y los puntos de corte con los ejes de forma analítica 
y comprobando con las gráficas halladas. 


a. y = log:/2 (Xx - 2) b. y = log: (x- 2) +1 
Ejercicio. Esboza las siguientes funciones y halla los puntos de corte con los ejes 
a. y=log3(x+2) b. y=2% +3  c. y= Ya d. y=x*-2x 


Ejercicio. Halla la expresión algebraica de las siguientes funciones 


A O A A A A DU AGE E AA DA A y 
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Ejercicio. ¿Sabrías hallar la expresión algebraica de estas funciones? (son logarítmicas, pero 
li cuidado con los signos !!) 


Más adelante volveremos a los logaritmos y sus propiedades. Pero antes, ¿a qué has visto es- 
crito un logaritmo de esta forma “Ln x”. 


66.3. ¿Qué es ese Ln? 

Como ya vienes observando, el logaritmo es una función que lleva asociado un "numerito" que 
se llama base. Pues el "Ln x" es el logaritmo que tiene por base el número que llamamos "e", 

Es decir log.x = Ln x, que es como lo escribimos. 

Por tanto, Ln e* (= log¿e”) = 3 (y esta es ya la última vez que lo escribimos así) 

Ln e? = 3 

Y ya le podemos aplicar todas las propiedades de la función logarítmica. Si representamos la 

función y = Ln x, cuya inversa es la función y = e* 
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Ejercicio. A partir de la gráfica de la función y = Ln x, representa las funciones: 
y =Ln(x+1) y =2+Lnx:y=2+Ln(x+1): y = Ln(-x): y =- Ln x 


Ejercicio. Dadas las gráficas de la derecha, 
halla la ecuación de la circunferencia, de la 
parábola y de la recta. 


Después, halla de forma analítica los puntos 
de corte de la circunferencia y la parábola, la 
recta y la parábola y la circunferencia y la 


recta. 


Ejercicio. Dadas las gráficas de las funciones de la 
izquierda, halla sus expresiones algebraicas y los 
puntos de corte entre ellas de forma analítica. 


67. Probabilidad Condicionada. 


¿Qué ocurriría si conociéramos algún detalle sobre el resultado de un experimento aleatorio? 
Para entendernos, ¿cuál sería la probabilidad de sacar de una baraja española un rey, si me di- 
cen que alguien ha podido ver algo y es una figura?, ¿O cuál sería la probabilidad de que al tirar 
un dado haya salido un 2, sabiendo que alguien lo ha visto y me ha dado una pista diciendo que 
es par? 


Intuitivamente nos damos cuenta que nuestro espacio muestral se reduce y la probabilidad 
cambia. 


Vayamos al ejemplo del dado. Sin la información de salir par, nuestro espacio muestral E se- 
ría: E = (1,2,3,4,5,6) y la probabilidad de salir 2 es 1/6 — P(2) = 1/6. 
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Pero, si me dicen que ha salido par, el espacio muestral E se reduce a los posibles resultados 


del suceso "salir par” = E' = (2,4,6). Y, por tanto, 
n? casos posibles 
n* casos totales 


P(2/sabiendo que ha salido par) = = 1/3, Como se observa, son probabilidades 


diferentes. 


Vayamos ahora a las cartas. Si no tengo información alguna, P(Rey) = 4/40 = 1/10. Sin embar- 
go, si sabemos que alguien ha visto la carta y me dice que es una figura, mi nuevo espacio mues- 
tral es "salir figura" = ([Rey_oros, caballo_oros, sota_oros, rey de copas, ...) con Card (“salir fi- 


HE Casos POSIBIeS- Atv 
n* casos totales : 


gura”) = 12; Luego la P(Rey/sabiendo_que_es_figura) = 


A esta probabilidad se le llama Probabilidad Condicionada. Vamos a ir formalizando esta re- 
lación 

Como hemos visto en las cartas P(Rey/sabiendo_que_es_ figura) = 4/12 = Vs, Tenemos 4 re- 
yes de entre las 12 figuras. Es decir, la intersección de: 


(Salir Rey)n (Salir figura) = (salir Rey) = n*de casos posibles 


El número de casos totales son los del nuevo espacio muestral E' = "salir figura" donde Card(E'”) 
212 


Por tanto, en principio, podríamos decir que 


4 
P('salir Rey/sale figura) = P(R/F) = 2- 0 o 
40 


Como dijimos antes, era de esperar que hubiera alguna relación entre la probabilidad y la pro- 
babilidad condicionada. Vamos a ver algún ejemplo y después formalizamos esta relación. 


Ejemplo. Supongamos que en un país, la población que fuma es del 40%. Por otro lado, el 20% 
fuma y es hipertensa. ¿Cuál es la probabilidad de que, si escogemos una persona al azar dentro 
de los fumadores, esta sea hipertensa? 


Llamamos F = (ser fumador) y H = [ser hipertenso) => 
P(F) = 40/100=0.4 y  P(EMH)= oyo 
La probabilidad que nos pregunta es P (sea hipertensa/sabiendo que fuma) = P(H/F) 


PAE) 00 ¿e 
P(F) 0,4 ” 


P(H/F) = 


472 


Ejemplo. Sacamos dos cartas de una baraja española, no devolviendo al mazo la 1? carta. ¿Cuál 
es la probabilidad de sacar una figura en la 2”, sabiendo que en la primera ha salido una figura? 
¿Cuál sería la probabilidad de sacar dos figuras? 


Vamos a describir lo que ocurre: 


Al sacar la 1% carta, puede salir figura o no salir figura. Al sacar la 2? carta, puede volver a 
salir figura o no salir figura, teniendo en cuenta que en la 1% carta ha podido salir o no salir una 
figura. 


Si te das cuenta, ya hemos hecho esto antes en un ejercicio, resuelto en forma de árbol. Va- 
mos a ponerlo, entonces, otra vez en forma de árbol. Para ello, nombramos de la siguiente for - 
ma: 


Sea el suceso F = [salir figura) y NoF=fno salir figura) 


Sabemos que P(F) = 1-P(NoF) ó  P(NOF)= 1 - P(F) 


Vamos a distinguir entre F1*, salir figura en la 1% extracción, y F2*, salir figura en la 2? ex- 
tracción. Igual con NorF. 


El diagrama de árbol quedaría de la siguiente forma: 


P(ANB) 


ee B) =P(B)P(A/B 
PIB] > P(ANB) =P(B)P(A/B) 


1” carta (40 cartas) 2* carta (39 cartas) Como P(A/B)= 


P(F2*/F1*) = 11/39 
P(F1*N F2*) = P(F1*)-P(F2*/F1”) = 3/10-11/39 = 33/390 =11/130 
Probabilidad de obtener dos figuras 


P(F) = 12/40 = 3/10 En la 1* ha 


salido figura 


sale figura 
P(NoF2*/F1*)28/39 


P(F2*/NoF1”)>= 12/39 


No sale figura 
En la 1* no ha 


salido figura 


P(NoF)=28/40=7/10 


P(NoF2*/NoF1*)=27/39 


Como observamos, la probabilidad de obtener una figura al extraer la 2% carta, sabiendo que 
en la 19 ha salido una figura P(F2%/F19) = 11/39. Por otro lado, la probabilidad de obtener dos 
figuras, es decir, obtener figura en la 1% extracción y en la segunda P(F19MF2*)= 
P(F1%)P(F292/F19) = 11/130 (ya habíamos hecho cosas parecidas, ¿verdad?) 
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Ejemplo. En un dado trucado, la probabilidad de sacar 1, un 2 y un 3 es del 10% cada uno, la de 
de sacar un 4 y 5 es un 25% cada uno y la del 6 es del 20%. ¿afecta el resultado de la 1% tirada 
del dado a la 2* tirada? Calcula la probabilidad de que en dos tiradas se obtenga: 


- un 6 en cada una 


- un 1 y un 6, independientemente del ordenada 


La respuesta a la pregunta es obvio que no. Da igual que este trucado o que no lo esté. Los 
resultados son “independientes” en cada tirada, uno del otro. No es como en el ejemplo ante- 
rior, que la 19 extracción de una carta afecta a la probabilidad de la extracción de la 2%, ya que 
la primera no se devuelve al mazo. 


Por tanto, la probabilidad de sacar, por ejemplo, un 6 en la tirada 1*, es igual a la probabilidad 
de sacar un 6 en la tirada 2*, y es igual a la probabilidad de sacar un 6. Más abajo, analizaremos 
estos sucesos y le daremos nombre. 


¿Y qué conocemos, entonces? 

P(1) = P(2) = P(3) = 0,1; P(4) = P(5) = 0,25; P(6)= 0,2 =  (P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) = 1) 
- P(6 Nó6) = P(6_tiradal)P(6/tirada2/6_tiradal) = P(6)P(6) = 0,2 - 0,2 = 0,04 — 4% 

- P(1M6)=P(1) -P(6) = 0,1: 0,2 = 0,02 

- P(6 M1) =P(6) -P(1) = 0,2: 0,1 = 0,02 

- PI n6)U (6 1) ]= 0,02 + 0,02 = 0,04 


Problema. En el ejemplo anterior del dado trucado, calcula la probabilidad de que la suma de las 
dos tiradas sea 7. 


Problema. Un jugador de baloncesto tiene un porcentaje de acierto del 85%. ¿Cuál es la proba- 
bilidad de encestar dos veces seguidas? ¿y la de no encestar ninguna? 


Problema. Se sabe que el 2% de una determinada población es hipertensa. De estos, se sabe 
que el 25% tiene colesterolemia. ¿Cuál es la probabilidad de que un individuo de la población, 
elegido al azar, sea hipertenso y tenga el colesterol alto? 


Ejercicio. En una mesa hay dos urnas opacas. La 1% urna contiene 2 bolas blancas y 4 negras. La 
2” urna contiene 2 bolas blancas y 2 negras. Se extrae una bola de la 1% urna y se introduce en 
la 2% urna. Entonces, se extrae una bola de la 2? urna. ¿Cuál es la probabilidad de que esa bola 
sea blanca? 
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67.1. Y ahora ya si, vamos a demostrar la relación de la probabilidad condicionada. 


E 


Sea el suceso A, cuya probabilidad de ocurrencia es 
P(A). Si nos fijamos en la imagen de los conjuntos de al 
lado, vemos que  A=( ANB JU( ANB ) 


y estos conjuntos son disjuntos, ya que: BNB=4M => 
P(A) =P[( ANB JU( ANB )]= 

P( ANB )+P( ANB )- P[(ANB)IN(ANB)] = 
P(ANB )+P( ANB >) 


AMB o 
AMB 


Pero si dicen que B ocurre, el espacio muestral se reduce a B. 


Por tanto, del suceso A solo pueden ocurrir los que pertenecen 
también a B. Es decir, sólo pueden ocurrir los de ANB ,que serían 
los casos posibles para que ocurra el suceso A. 


Como los casos totales serían los del suceso B, entonces 


á ibles P(ANB) 
PLA/By =  1casos posi a 
(948) n* casos totales P(B) 


Esta ley se suele escribir de la forma P( ANB ) = P(B)-P(A/B), que es conocida como la ley 
de la multiplicación, y que ya has aplicado. 


Problema. Se sabe que el uso del móvil en exceso produce produce problemas oculares. En un 
estudio sobre una muestra de 1000 personas, 700 usan el móvil en exceso. Por otro lado, 450 
personas de las que usan el móvil en exceso tienen problemas oculares. ¿Cuál es la probabilidad 
de escoger a una persona de la muestra que utilice el móvil en exceso y tenga problemas ocula - 
res? 


Ejemplo: ¿Cuál es la probabilidad de que al repartir dos cartas de una baraja española, sean co- 
pas? 1% tirada 2 tirada 


P(copas2/copas1) = 9/39=3/13 > P(copasl fÑ copas2) = P(copas1)-P(copas2/copas1) = 
1/4 3/13 = 3/52 


Realizamos el dia- 
grama de árbol co- 
rrespondiente a la A 
derecha bs No sale copa 


P(No_copas2/copas1) = 30/39 = 10/13 


P(copas2/No_copas1) = 10/39 


Sale copas 
No sale copas 
P(No_CopasiF 30/40 = 3/4 


No sale copas 
P(No_copas2/No_copas1) = 29/39 
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Ejemplo. ¿Lo complicamos? No. Apenas nada, ya verás. Intentemos responder a la siguiente 
pregunta: 


¿Cuál sería la probabilidad de que esas dos cartas sean del mismo palo? Si pensamos un 
poco, debería de ser la siguiente: 


P[(copa1Mcopa2) U(oro 1 oro2)U (espadas 1 espadas 2) U (bastos 1Mbastos 2)] 


Y como, por un lado, son disjuntos entre si y, por otro lado, la probabilidad de obtener dos 
oros o dos copas, o dos espadas o dos bastos es la misma, entonces esta probabilidad sería: 


3/52 +3/52 + 3/52 +3/92 = 12/52 = 3/13 


Más ejemplo. Vamos a complicarlo poco más. ¿Cual sería la probabilidad de sacar una sola 
copa, siendo igual sacarla en la 1? o en la 2% carta? 


Pensando un poco, debería de ser 
P[(copa1AiNo—copa2)U(No—copa1ncopa2)] (Aplicando la ley de la multiplicación) 
P(copal)-P(no_copa2/copal) + P(No_copal)P(copa2/No_copal) >  sinos fijamos en el 
1/4 - 10/13 + 3/4  : 10/39 diagrama de árbol 
5/13 


Problema. ¿Cuál sería la probabilidad de obtener, al menos una copa, en las dos extracciones? 


(Pista. Al menos una copa, es 1 copa o 2 copas) 


Problema. Vamos a cambiar el juego de la aceituna. Ahora en la bolsa tenemos 10 aceitunas ver - 
des y 15 aceitunas negras. Se gana si, en dos extracciones, las aceitunas que saco son del mismo 
color y se pierde si son de distinto color. ¿Qué probabilidad hay de que gane? 


67.2. Ampliación: Teorema de la probabilidad total 
Si volvemos a figura anterior, al suceso A (con probabilidad de ocurrencia P(A)), vemos que 
A=( ANB JU( ANB ) 


Y como estos conjuntos, ANB y ANB son disjuntos (in- 
compatibles), ya que BnNB=M entonces 


P(A) =P( ANB )+P( ANB ) = Aplicando la ley de la mul- 
tiplicación: 
P(A) =P( ANB )+P( ANB ) > 
AA 


B 


Y a esta expresión se le llama el Teorema de la Probabilidad Total (caso más sencillo, don- 
de "B" U*NoB" = E) 
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Vamos a ver un ejemplo y lo vamos a entender perfectamente. 


Ejemplo. Supongamos que tenemos dos cajas (caja 1 y caja 2). La primera caja tiene 10 bolas 
entre blancas y negras, de las cuales 4 son negras. La segunda caja tiene 5 blancas y una negra. 
Una segunda persona, que no sabe las bolas negras y blancas que hay en cada caja, saca una bola 
de una de ellas. Si sale negra, pierde. ¿Cuál es la probabilidad de que pierda? 


La primera pregunta que nos podríamos hacer es ¿qué caja coge? Dependiendo de la caja que 


escoja, las probabilidad de sacar negra en cada una será distinta. La probabilidad de escoger 
una caja o la otra será, en principio, la misma (se supone que no hay predilección por una de 
ellas; las dos son del mismo color, forma, ...). Por tanto, la probabilidad de escoger una u otra 
será 3. Vamos a construir el diagrama de árbol. 


Para ello, llamemos C1 al suceso escoger caja 1; C2 al suceso escoger caja 2; B al suceso sacar 
bola blanca y N al suceso sacar bola negra. 


Y la pregunta es ¿cuál es la probabilidad de sacar negra? 


P(sacar negra/se ha escogido la caja 1 
P(B/C1) = 6/10 = 3/5 


Sale blanca 


P(escoger caja 1) = P(C1) = 1/2 


Sale negra 
P(N/C1)=4/10=2/5 -->P(C1 1 WN =P(C1)P(NICI) = 1/2 - 2/5 =1/5 


P(B/C2) = 5/6 


Sale Y 
P(escoger caja 2) = P(C2) = 1/2 


Sale negra 


PICA = 1/6 -->P(C2 fi N =P(C2)P(N/ICH) =1/2 - 1/6=1/12 


Si actuamos con lógica, la probabilidad de perder será: la probabilidad de obtener negra si 
escogemos la caja 1 + la probabilidad de obtener negra si escogemos la caja 2 (ya que son dis - 
juntos) 


N=( Nnc1 JU( NNC2 ) => P(N)=P(( NNC1 JU( NANC2 )) y como son disjuntos 


P(N) = P(C1)P(N/C1) + P(C2)P(N/C2) = 1/5 + 1/12 = 17/60 
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Si aplicamos el teorema de la probabilidad total 


P(A)= P(B) -P(A/B) + P(NoB) -:P(A/NOB) 
No escoger Cl, 


P(N) = P(C1) P(N/C1) + P(NoC1) - P(N/NoC1) y como NoC1 = C2 implica escoger C2 


P(N) = P(C1) P(N/C1) + P(C2)  -P(N/C2) 


Ejercicio: Busca la generalización a varios sucesos, tales que sean disjuntos dos a dos y cuya 
unión sea E. 


Problema: En una baraja española se hacen dos extracciones de cartas en dos casos distintos. 
En el primer caso se devuelve la 19 carta al mazo y en el 2? caso no. ¿Cuál es la probabilidad de 
que salgan dos figuras? ¿Cuál es la probabilidad de obtener, al menos una figura? 


Problema. En el bolsillo de mi pantalón llevo 3 monedas de 1€, 3 de 50 céntimos, 5 de 20 cénti- 
mos y 6 de 10 céntimos. Al ir a comprar a la frutería, me dicen que son 2 €. ¿Qué probabilidad 
existe de que en dos extracciones del bolsillo, las dos monedas que saque sean de 1 €? Después 
voy a la panadería y me indican que la cuenta son 1,20 €. ¿Qué probabilidad existe de que en 
dos extracciones saque la cantidad justa? 


67.3. Ejemplo. Sucesos independientes. Tiramos una moneda dos veces. ¿Cuál es la probabili- 
dad de que salgan dos caras? 


El espacio muestral sería (CC, CX, XC, XX). 

Llamemos C1 al suceso "salir cara en la 1% tirada”, C2 a "salir cara en la 2% tirada" y C2/C1 al 
suceso "salir cara en la 2% tirada sabiendo (condicionado) que ha salido cara en la 1 tirada" 

Probabilidad de salir cara en 1? tirada P(C1) = 5 

Supongamos que ha salido cara en la 1? tirada. Probabilidad de salir cara en la 2* tirada: 

P(C2/C1) = 5 = P(C2) — Seguro que te has dado cuenta que son “Independientes”. 

Salir cara en la 1? tirada no afecta para nada a salir cara o cruz en la 2? tirada. Por tanto, 


P (cinci) =P(C1) - P(C2/C1) = P(C1) -P(C2)=3:53=3 


A estos sucesos se les llama "Sucesos Independientes” y la probabilidad de la intersección 
es igual al producto de las dos probabilidades. 


¿Cuál sería la probabilidad de que salga una cara y una cruz, independientemente del orden? 


Esta probabilidad sería P[ (C1NX2) U (X1NC2) ) y como la intersección de estos últimos 
Ez 


es vacía >P(C1NX2) +P (X1NC2) = 3% 
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Vamos a verlo en forma de árbol 


2% tirada 
P(C2/C1)=P(C2)5=1/2 —>P(CINC2) = 1/2 - 1/2 = 1/4 
sale cara 
P((X1NC2)U(CiNX2) 
P(C1)=1/2 
sale cruz P(2/C1)=P(X2)=1/2 2-1/2=1/4 Xi 
- 2/4 = 1/2 
P(C2X1)PP(C2+F1/2 112 - 112 = 1/4 / 
sale car, 
P(X1)=1/2 
sale cruz 


P(X2/X1)=P(X2)=1/2 


Problema. En una caja azul hay 10 caramelos, por igual de café y de chocolate, y en otra verde, 
3 de chocolate y 7 de café. El juego consiste en tirar un dado, si sale par saco de la caja azul, y 
si sale impar, de la caja verde. ¿Qué probabilidad tengo de que el caramelo que saque sea de 
chocolate? 


Problema. ¿Cuál es la probabilidad de que al tirar un dado dos veces obtenga dos 6? 


Problema. En un estudio sobre accidentes de trabajo en un determinado gremio, existe una 
probabilidad del 20% de romperse un brazo, un 15% de romperse una pierna y un 5% de rom- 
perse ambas partes. ¿Cuál es la probabilidad de no romperse ni brazo ni pierna? 

Pista (que yo creo que ya no va haciendo falta): La negación de no romperse nada es rom- 
perse, al menos, algo. 


Algunos problemas de probabilidad total suelen resolverse mediante un proceso que se realiza 


en forma de tabla. 
67.4. Ejemplo. Probabilidad total en forma de tabla 


Supongamos que se realiza un estudio en una empresa de 1200 trabajadores sobre hábitos de 
fumar y su relación con problemas pulmonares. En esta empresa hay 300 trabajadores que fu- 
man. Se sabe que en los no fumadores solo hay 100 de ellos con problemas pulmonares, mientras 
que en los fumadores hay 220 con problemas pulmonares. Nos hacen dos preguntas: 


- ¿Qué probabilidad existe, de que si se escoge una persona al azar, esta sea fumador sin pro- 
blema pulmonar? 
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- Se ha habilitado una zona abierta al exterior donde se han reunido a todos los fumadores. 


¿Qué probabilidad hay, de que si escogemos una persona al azar, esta tenga problemas pulmo- 


nares? 


Vamos a hacer la tabla de dos entradas: Por un lado tenemos fumadores (suceso F) y no fuma- 


dores (NoF), problemas pulmonares (P) y sin problemas pulmonares (NoP) 


Datos Por tanto, vamos rellenando lo que se puede deducir 
P NoP | Total p NoP [Total 
F 220 300 le F 220 [80 |300 | mp 
NoF | 100 NoF 1100 900 
Total 1200 Total (320 1200 
p NoP |Total 
F 220 |80 300 
NoF 100 800 | 900 
Total |320 |880 | 1200 
Fijate las probabilidades que podemos conocer 
Por un lado Por otro lado Por otro lado más 
P(F)  = 300/1200 =1/4 P(F/P)  =220/320= 11/16 P(P/F)  =220/300= 11/15 


P(NOF) = 900/1200 = 3/4 P(NOF/P)  =100/320-= 5/16 
P(P)  =320/1200= 4/15  P(F/NoP) =80/880 = 1/11 
P(NoP) = 880/1200 = 11/15 P(NoF/N0P) = 800/880 = 10/11 


P(NoP/F)  =80/300 = 4/15 
P(P/NoF)  =100/900 = 1/9 
P(NoP/NoF) = 800/900 = 8/9 


1% pregunta. ¿Qué probabilidad existe, de que si se escoge una persona al azar, esta sea fuma- 


dor sin problema pulmonar? 


P(ENNoP)=P(F)-P(NoP/F)=P(NoP):P(F/NoP) = 


=i 24/15 =11/15 -+ 


1/11 = 1/15 


Que, también, se puede obtener 
directamente de la tabla. 


P(ENNoP)= 


80/1200 = 1/15 


2? pregunta. Se ha habilitado una zona abierta al exterior donde se han reunido todos los fu- 
madores. ¿Qué probabilidad hay, de que si escogemos una persona al azar de esta zona, esta 


tenga problemas pulmonares? 


P(PNF) 


P(P/F)= PE) 


= (mirando arriba) 220/300 = 11/15 
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Problema. Se hace un estudio en una muestra de 200 hombres y 190 mujeres de un centro de 
trabajo, para estudiar problemas en la vista que conlleven la utilización de gafas. Se encuentra 
que necesitan gafas 20 hombres y 25 mujeres. ¿Qué probabilidad existe de que si escogemos 
una persona al azar, lleve gafas? ¿Qué probabilidad existe de escoger al azar a una mujer, sa- 
biendo que esta persona utiliza gafas? 


68. Y ahora, ya si. Propiedades de los logaritmos. 


Vamos a ver algunas propiedades de los logaritmos que nos van a permitir resolver ecuaciones 
y problemas, que de otra forma, serían muy complicados de realizarlos. Pero antes... 
Ejercicios. Calcula el valor de x en las siguientes expresiones 


logs 5% = x log» 4 = x log3x = 27 log12 16 =x  log,64 = 4 log ¿625=x 


Propiedades. 
Esta ya la conoces. Supongamos que vamos a trabajar con el logaritmo en base 2 


Log.1=0 => Log»2"=0 
Log.2=1 >  Log22'=1 
Log.4=2 => Log22*=2 
Log.8=3 => Log. 2*=3 
Log.16 =4 => Log 2*=4 


Log, a? = x 
Como hemos dicho antes, esta ya la hemos visto. Vemos que, si la base del logaritmo coincide 
con la base de la descomposición del valor del que queremos hallar el logaritmo, su resultado es 


el exponente. Log, a? = x 
Pero no nos hemos dado cuenta de la importancia que tiene. 
Cuando el logaritmo aumenta 1 unidad, el valor del cual hallamos el logaritmo queda multiplica- 


do por la base. Es decir, una variación en el logaritmo de 1 unidad, significa una variación de “a” 
veces (base) el valor. 


log. a =x > x+1= log. a = log. a”-a 


Por ejemplo, la escala de Richter cuantifica la energía liberada en un terremoto. Simplifi- 
cando su expresión, se puede decir que la magnitud de un terremoto se calcula mediante la ex- 
presión M = log(A/A07) donde A es la amplitud de la onda del terremoto y Ao es la amplitud de 
la onda más pequeña detectable. Como ves, el valor de M es adimensional. 
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Por ejemplo, nos dicen que un terremoto ha sido de 4 en la escala de Richter (más adelante ve - 
remos un ejemplo). Si después hay uno de 5, quiere decir que el valor de la amplitud del terre - 
moto es 10 veces superior a la amplitud del terremoto de escala 4. 

4 = log (A/Ao) > A/Ao= 10% > A = 10%Ao 


5=log(A'/Ao) — A'/Ao= 107 — A'= 10%A9 = 10-10*-A=10A > A'=104 


¡Y la amplitud está relacionada con la fuerza del terremoto!! Uahhh, lo que hace una diferen- 
cia de 1 punto en la escala. Imagina una diferencia de 4 puntos. 


Problema. El pH de una sustancia es de 3. Encontramos, que al mezclar con otra sustancia, su 
pH aumenta en 7 puntos. Averigua la diferencia de concentración de protones. ¿Cómo es esta 
sustancia ahora, ácida o básica? 


Problema. El decibelio (dB), es una unidad que expresa la relación entre dos valores de presión 
sonora. La expresión que la define es adimensional y logarítmica. ¿que significa esto? Ahora lo 


vamos a ver. La expresión es la siguiente: dB=10-log 
0 


donde W y Wo son valores de potencia sonora o intensidad del sonido. Wo es la mínima potencia 
sonora que es capaz de escuchar el oído humano y es de 10”* watios. Al ser una relación entre 
dos magnitudes iguales, expresa cuantas veces más es una que otra. Responde a las siguientes 
preguntas: 


a. Si nos dicen que el sonido es de 12 dB, ¿cuántas veces es mayor la intensidad sonora con 
respecto a Wo? 

b. Se sabe que a los 75 dB el sonido se vuelve dañino y, sobre los 120 dB, ya produce dolor. 
¿Cuánto supera estos valores a Wo? 


68.1. Ampliación. ¿Por qué escoger escalas semilogarítmicas o logarítmicas a la hora de 
representar? 

Hemos visto que fenómenos que responden a funciones exponenciales crecen (o decrecen) 
muy rápidamente para pequeñas variaciones de la variable x. 


Por ejemplo, podría ocurrir que una magnitud M(x) responda a una función del tipo k:10*, con 
k constante. Supongamos que k = 1, para simplificar los cálculos. 


Entonces, para x = 1 > M(x = 1) = 10. Six = 2 > M(x = 2) = 100 = 10%. O que para x = 3 > M(x) 
= 1000 = 10%, .. x=n > M(Q) = 10", A la hora de representar, se nos saldría la gráfica por 
arriba rápidamente. Y si cogemos una escala que quede dentro, apenas observaremos la verda- 
dera magnitud del crecimiento. 


482 


Una forma de representar sería, por ejemplo, escalar el eje OY de forma distinta. Por un 
lado, tendremos una representación completa de nuestra función, aunque por otro lado, perde - 


remos información visual que tendríamos con los valores reales. Vamos a verlo con un ejemplo y 


seguro que lo entiendes. 


Supongamos que nuestra función es la ya conocida y = 2*. Hacemos nuestra tabla y representa- 


mos 
x y=2* 
-3 |1/8 
-2 [1/4 
“1 |1/2 
0 1 
1 
2 4 
3 8 
4 16 


Para tener una gráfica en la que 
se distinga, aproximadamente, la 
representación de la función, 
fíjate como debe ser la escala del 
eje OY. Es una función 
exponencial, que crece muy 
rápidamente (y hemos puesto de 
base 2. Imagina si la base es 10, 
como en el ejemplo anterior) 


Si ahora graduamos el eje OY en la escala log»y, tenemos una escala semilogarítmica (aplicada 


a un solo eje) 


Donde antes en la escala del eje 


OY, "y" era... 


y = 1, ahora y es log,1 = O; 


., Ahora 


noia 


y "es... 


y = 2 ahora y' es log,2 = 1: 


y=4> y=lo0og4=2: 


y=8=> y'=lo0g,8 = 3: 
y =16 > y = log,16=4:; 


LÉ 


Y 
Y 
Y 


> y = log,(1/2) = -1; 
> y = log,(1/4) = -2, 


así sucesivamente 


Y la gráfica quedaría 


O visto del revés 


Correspondencia de y e y 


25 
y =0 > y'= log,y = 0 > y =2%: 1 16—-4 
y =1>y= log y=1>y=2*=2 +3 
y = 2 > y = log,y = 2 > y =2*= 4 4 
y = 3 >y = log,y = 3 = y =2* = 8 214 
y = 4 > y = log,y = 4 > y =2*= 16 po 
y =1> y = logyy =1>y=2*=3 | 
y = 23 y = log,yy = 2 >y=2?*=4 va | 2 
Y así sucesivamente ve | -3 

v16 | -4 


x -3 2 |A1 1 3 4 
y=2 1/8 1/4 | 1/2 2 4 |8 16 
y =log22* | -3 -2 |A1 1 3 4 
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Observamos que la representación es una recta, cuya ecuación es: 
Si y = 2% > logsy = log.2" > y' = log»y = Xy = X 


cuya pendiente es 1 y ordenada en el origen O 


68.2. Otras propiedades de los logaritmos. 


Vamos a representar la función f(x) = log2x. Utilizaremos valores cuyo logaritmo sea entero, 
para observarlo mejor. 
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Observa la gráfica, primero el eje OY. Cojamos dos valores del eje OY, por ejemplo y = 0 e 
y = 1, y los sumamos. Tenemos lo siguiente: 


O + 1= Log, 1 + Log, í = 1= Log, 2 = Log, (1:2) uno puede decir que ..., bueno. 


Sigamos sumando los valores de y = 1e y = 2 


a e e a 
| 


:4) Ahora ya vamos viendo algo 


1 + 3 = Log. . + Log. ¡ = 4 = Log» 16 = Log. a Ya mucho mejor 


Si observáramos la gráfica más allá de 16, veríamos que se sigue cumpliendo. Es más, cogiendo 
valores de logaritmos no enteros, se observa como se sigue cumpliendo. 


Por tanto, de aquí, podríamos conjeturar que log, x + log. y = log, (X- y). 
Y poniendo en marcha nuestra intuición, si el logaritmo del producto es la suma de los logarit - 
mos, entonces el logaritmo del cociente debería de ser la diferencia de logaritmos. 


Vamos a observarlo. 
4-3= Log 16 - Logz8=1= Log: 2 = Log: (16/8) Ehhhh 
4-2= Log 16 - Log»4=2= Log» 4 = Log (16/4) ya parece 
3-2= Logz8 - Log»4=1= Log 2 = Log. (8/4) 
2-1= Log»4- Log»2=1= Log2= Log. (4/2) Ya está 


Luego podemos conjeturar que log, x - log, y = log. (x/y) 


68.3. Ampliación. Una demostración de la propiedad log, (x-y) = log, x + log, y 


Llamemos log.x=p y log.y = q > 
a =X y a'= y 
x-y= A Si aplicamos el log, en ambos miembros, la expresión 

que obtenemos es equivalente 


loga (Xx: y) = loga (a? - a? = log, (a?*9)=p+q= log.x + log.y 


Ejercicio. Demuestra la expresión log, (x/y) = log. x - log. y 


Consecuencia. De la propiedad log, (x-y) = log, x + log, y podemos obtener una consecuencia 
muy importante. 


Ya sabemos que log, 8*= log: (2%) = log. 2* = 6 
Si observas la gráfica, log» 8 = 3 = logz 2? = 3-log=2 = 3-1 = 3 
Pero también podemos aplicar 
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| | 
log» 8? = log» (8: 8) = log, 8 + log, 8 = 2: log,8=2:3=6 
9 9 g 9 9 


| | 
log» 8* = log, (8*- 8) = log, 8* + log, 8 = 2- lo 2.8 +log,8= 3 log,8=3:3=9 
9 9 9 9 9 9 9 


| | 
logz 8" = log (8”*- 8) = log. 8"* + log. 8 = (n-1): log. 8 + log» 8 = n log» 8 = n-: 3 = 3n 


Por tanto, log, x" = n- log, X. 


Esta propiedad es sumamente importante y útil, ya que nos va permitir resolver de manera 
sencilla ecuaciones logarítmicas en las que la incógnita *x" está en el exponente. Esta propiedad 
hos permite "bajar el exponente” y poder resolverla como una ecuación normal. 


Ejemplo, calcula el valor de x en la expresión log 5* = 3 


Como ya sabemos, aplicamos la propiedad log5*=3 > xlog5=3 > os 


Ejemplo. Resuelve la siguiente ecuación  3%*=5 


En este caso, 5 no es múltiplo de 3 (ya se que no hace falta decirlo). Entonces, ¿a qué número 
elevo 3 para que me de 5? Complicado. Noooo!!. 
Si tomamos logaritmos en base 3 en ambos miembros, la ecuación resultante es equivalente: 


loga 3%*=log35 == (x+l)logs3 =log35 =>  X+l=log5 => x= -1 + logs 5 


aplicando la propiedad Log, 3 = 1 
anterior 


Ejercicio. Calcula el valor de x en las siguientes expresiones 


a. log 7*+log6*= 1 b. log 7* - log6*= 1 


68.4. Vamos a comprobar algunas propiedades gráficamente. 


Para ello, vamos a hacer un zoom de la gráfica log. x (en la siguiente página) 
Por ejemplo, veamos el valor de log x = 0,5 = 1/2. 


Si nos ayudamos de una circunferencia de radio la diagonal de un cuadrado de lado 1, ( /2 u), 
corresponde a un valor de x tal que: 


logz /2 =0,5=1/2 > vamos a aplicar propiedades 
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1 


> logz Y2 =log22'* = 5 


o bajando exponente => 


2 log 2=31=% 


Sigamos con la gráfica 33 m7 EE 
-1 = log»3 = logz1 - log»2 = 0 - 1= -1 
ó  log2z2*=-1 


Cojamos el punto J (0.25,0) = (3,0). 
Entonces 


= log2 (+) = log21 - log.4 = O -2 = 


-2 ó log. ES =-é 


Por otro lado 
-1-2 = logz (2) + log» (+) = 


logz (3 : $) = log. ($) = log» 2? = -3 = 
log (5) > Punto N 


68.5. Ejemplos de aplicación de las propiedades de los logaritmos. 


Debemos tener en cuenta que las propiedades se pueden aplicar en ambas direcciones y que 


dependerá del tipo de problema o de lo que nos pidan para utilizarlas en un sentido e en otro. 


Observa los siguientes ejemplos: 


- Sabiendo que el log 2 = 0.3010 y log 3 = 0,4771 


a. Calcula el log 0.25 
log 0.25 = log 25/100 = log + = log 1 - log 4 = - log 2* = -2:log 2 = -2:0,3010 = - 0,6020 


b. Calcula el log 5 
log 5 = log 10/2 = log 10 - log 2 = 1 - 0.3010 = 0,6989 


c. Calcula log 48 
log 48 = log(2*-3) = log2* + log 3 = 4-log 2 + log 3 = 4:0,3010 + 0,4771 = 1,6811 


6-42 
d. Calcula log == . 
E 


En este caso, podemos actuar de dos formas. 
1. Podemos operar antes, y después aplicar las propiedades 
WA) So 
á ¡VAMA 
6-y2 Si s=tog(2/ ¿108 (2% o soga) )=7/, 10324, log3= VA 0,3010+//- 0,4771=0,7090 
3/4) 3 
2 


log 77337 log 7 
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2. Ejercicio. O Directamente aplicar las propiedades de los logaritmos. Pues, aplica 


Más ejemplos 

- Calcula el valor de x en la siguiente expresión: 
log 5/2 = 1 (ya hemos hecho anteriormente alguno parecido) 
log 5/2 = 1 Si aplicáramos la definición de logaritmo, entonces 
10' = 5/2. > 5*=20> Muy complicado 


Al tener una incógnita en el exponente, debemos de "bajarla" para que su expresión sea mu- 
chiiiisimo más sencilla de resolver 
_1+log2 _ 1+0,3010 


log 5"/2=1 = log5*-log2=1 > xlog5-log2=1 >= x= logs 0,6989 = 1,86 


- Nos dicen que un terremoto ha tenido una amplitud 400 veces superior a Ao. ¿Cuál será 
su magnitud? 


M = log(A/Ao) = log(4004s /Ao) = log (400) = log (4:100) = log4 + log 100 = log2* + log10* = 
2:log2 + 2 = 2:0,3010 + 2 = 2,6020 = 256 
- Calcula el valor de x en las siguientes expresiones 


logx = log(x+1) - 1 1= log(x+1) - logx —= 1= log [(x+1)/x] —= (Como 1= log10) = 
= > x+1_ ik 
> log10 = log [(x+1)/x] a 10 x A 


- 2log(x-1)=0 > log(x-1=0=log1 > (x-D?=1> x=2 y x=0 


2? 41 (Este es fácil, no digas) 
Pee qdo 2D a 2) > 24 


pres 2n este ya es distinto, ¿verdad? 


No es complicado y volvemos a realizar algo que ya hemos hecho. Si te fijas, tenemos la in- 
cógnita en el exponente y las bases, por mucho que insistas, no son ni serán iguales. Solo nos 
queda bajar el exponente > logaritmos. ¿En que base lo cojo? 


Vamos a ver dos opciones: 


1. Supongamos que lo cojo en base 10, porque mi calculadora solo tiene base 10 y neperiano, 
52 > log5"*=log2"* > (x*+2)log5 = (x-1)log2 => 
xlog5 + 2log5 = xlog2 - log2. = xlog5- x log2 = - log2 - 2log5  = 
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—(log 2+2l0g 5) 


x:(log5 - log2) = - log2 - 2log5 — log 5-log 2 


¿podemos hacer algo más? Yo creo que si 


—(log2+log5") _ —log(2-:5”) 


log5—log 2 log5/2 


29. Mi calculadora calcula logaritmos en cualquier base. Cojamos, por ejemplo, base 5 


5-2 > logs5*%* = logs 2"* > x+*2 = logs 2"* > x+2 = (x-1)logs 2 > 
x+2 = xologs5 2 - logs 2 => X-xtlogs2=-2 -logs2 => x(1 - logs2) = -2 - logs2 => 


_—(2+log;2) 
- 1-log,2 


Ejercicios. Calcula los logaritmos o halla el valor de x en los siguientes ejercicios, aplicando las 
propiedades en el sentido que más convenga: 


2-42 


EEES b. logx*-logx*=1 cc. logx+log(4x+3)=0  d. 2%*=10 


a. 


Ejercicio. Supongamos que a "x" la multiplicamos por 625. ¿Cómo varía el logsx con respecto al 
logs (625-x) 


Problema. El terremoto más grande medido se produjo en Valdivia (Chile) de 9.5 en la escala de 
Richter. Calcula cuantas veces es más grande la amplitud que la mínima detectable. (¿cuál es la 
mínima detectable? Habrá que buscar en Internet). 


Problema. Si la relación entre la Energía E liberada en un terremoto, en Julios, y la magnitud 
de Richter es: log E = 1,44:M + 5,24, calcula la energía liberada para un terremoto de escala 6 
y otro de escala 9. ¿Cuánta más energía se libera en el terremoto de escala 9 con respecto al 
de escala 6? 


Ejemplo. Recuerdas el decibelio (dB). Su expresión era dB=10-log , donde W y Wo eran 
0 


valores de potencia sonora o intensidad del sonido. Wo era la mínima potencia sonora que es ca- 
paz de escuchar el oído humano y es de 10”* watios. 


Se miden los decibelios producidos por un tren y resulta que son 80 dB. ¿A qué intensidad so- 
nora corresponde? 


W 
1072 


80=10-log_ > 8=1l08 10%= W/10? > W= 10* watios 


Problema: Si a los 75 dB el sonido daña y a los 120 dB produce dolor y daños irreversibles, ¿a 
qué intensidad sonora corresponden? 
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Curiosidad. La forma en que el oído discierne variaciones de sonido (observa un cambio de so- 


nido) essss ien forma logarítmica! Es decir, el oído escucha los cambios en decibelios. 


Problema. El sonido de una bomba de agua es de 50 decibelios y el de un lavavajillas de 60 deci - 
belios. ¿Cuánto es más intenso uno que el otro? 


68.6. Aplicación. ¿Te acuerdas de la expresión de “desintegración” de un isótopo radioac - 
tivo? ¿Te acuerdas del problema que hiciste? 


Nota: Cuando hablamos de desintegración de un isótopo radioactivo, no estamos hablando de 
esa desintegración de las películas, que lanzan un rayo y desaparece todo. Noooo. 


Cuando en este contexto hablamos de desintegración de un núcleo, significa que ocurre "algo" 
(y vamos a dejarlo en "algo”) en el núcleo, se emite "otro algo" y el núcleo "se transforma", en 


general, en uno más estable, pero no desaparece. No vamos a entrar en cómo se transforma y/ 
emite, simplemente que lo hace. 


La descomposición del isótopo estroncio 90 viene dada por: N(t) = No:e9%** donde t está 
en años, No es la cantidad inicial del isótopo y N(t) es la cantidad de isótopos radiactivos trans - 
curridos un número t de años. 


Se llama periodo de semidesintegración al tiempo que debe transcurrir para que el número 
de isótopos radioactivo pase a la mitad. 


Problema. Busca el periodo de semidesintegración del estroncio 90 y el del Uranio 235. ¿Que 
conclusiones sacas de estos valores? 


Dos ayudas — Si al principio hay No partículas, cuando transcurra un tiempo t = T/2, quedarán 
la mitad de partículas, es decir, N(t =T/2) = No/2 y cuidado con las unidades en las que viene 
descrito el tiempo. 


Si inicialmente contamos con una muestra de 5 gr de estroncio 90 y de uranio 235, ¿Qué 
cantidad tendremos de cada uno a los 100 días? 


Problema. Una persona contagiada por una de las variantes de la covid 19, simplificando el pro- 
blema, es capaz de infectar, en término medio, a tres personas cada día. Si inicialmente, tene - 
mos 10 personas infectadas en una zona, y suponemos que no se toman medidas de contención 
¿cuántas se infectarán en 5 días? ¿Cuánto días habrán transcurrido si ya existen 590490 per- 
sonas? ¿A qué ecuación responde dicho crecimiento? 


Problema. Cada hora, la cantidad de bacterias que hay en un recipiente, se dobla. Contamos con 
1 bacteria. A los 4 días, el recipiente está a la mitad y cuenta con 7,9:10% bacterias. ¿Cuántos 


días faltan para que se salgan del recipiente y qué cantidad habría? 


48: 


Problema. Y ahora algo un poco distinto. 


Supongamos que inscribimos un círculo dentro de un cuadrado de lado L. Si vamos cambiando 
el número de círculos del interior del cuadrado de la siguiente forma, 


¿Qué relación existe entre el área del cuadrado y el área de los círculos que están inscritos 
en dicho cuadrado? (Y perdón por el dibujo. Os aseguro que las circunferencias son iguales en 
cada cuadrado, tangentes entre si y tangentes al lado del cuadrado) 


Problema. Supongamos que tenemos un hexaedro regular o cubo de oro de lado 1 cm (por decir - 
lo de otra manera, un dado de oro). Lo partimos por la mitad. Cogemos una de las mitades, y lo 
volvemos a dividir por la mitad, y así sucesivamente, 26 veces. ¿Como de pequeño queda el lado 
y el volumen? ¿Tienes oro todavía? ¿Y si lo divides 2 o 3 veces más, sigues teniendo oro (átomos 
de oro)? 


68.7. Ampliación. Cambio de base 


El cambio de base en los logaritmos nos va a permitir, por ejemplo, calcular logaritmos en 
base 2 de un número si nuestra calculadora solo tiene logaritmos en base 10 y logaritmos nepe - 
rianos. La expresión que nos da el logaritmo en una base "a", conociendo los valores del logarit - 


s e log, x 
mo en una base "b”, es la siguiente: log,X=7 a 
08, a 


Ejemplo. Supongamos que queremos calcular el logz100 y nuestra calculadora solo calcula loga- 
log100_ 2 
log2 0,3010 


ritmos en base 10. Entonces log, 100= =6,645 


69. Ampliación. Ecuaciones trigonométricas. 


Resolver una ecuación trigonométrica significa dar el valor o valores de los ángulos que cum- 
plen dicha ecuación. Para ello, en muchas ocasiones, tenemos que hacer uso de relaciones y fór- 
mulas trigonométricas que nos permitan dejar nuestra ecuación en función de una sola función. 


Pero la mejor forma, es verlo. Vamos a por unos ejemplos. 
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Ejemplo 1: Resolver la ecuación 3:senx - 1 = 0 


Si representamos la función y = 3:senx - 1, el resultado de la ecuación dada serán los puntos 
de corte con el eje OX. Fíjate que obtenemos infinitos ángulos. Estos deben coincidir con el re- 
sultado que se obtendrían de forma analítica (solo te señalo algunos de ellos) 


3"senx = 1 > senx = Y > x “195% = 0,34 rad. 
Y cada + 2n radianes, .... volvemos a tener el mis- 
mo valor. 


Por tanto, x “0,34 + 21; 0,34 + 4rr; 034 + 
6Tt; ..: 0,34 + 2krt rad, siendo k un número natural 
(0,34 + 2krr, con k número entero) 


Ejemplo 2: sen x= tan x 


Por otro lado, el seno también es positivo en el 
IT cuadrante ==  eldángulo sería nm - 0,34 = 
180" - 19,5%. 


Por tanto, tendríamos también como solución 
(rn - 0,34) + 2kn. 


Si representamos con geogebra la función y = senx - tanx, observamos los puntos de corte 


con el eje OX que, como ya sabemos, son los resultados de la ecuación anterior. 
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senx=tanx > senx-tanx=0 


Aquí haremos uso de la definición de tan x como senx/cosx. Entonces 


senx 
sen x= tanx => semx= 7 7 SeNX* COSX = Senx => Senx: (cosx-1)=0 > 


senx=0 >= x=0+2k"u y  n+2kn conkentero ó de otra forma x= 0+ kr 


cosx-1:=20> cosx=1 > x=z0> x=0+ 2kn 


Ejemplo 3: senóx - 2 cos x = 2 


Aquí, haremos uso de la ecuación fundamental de la trigonometría, que nos va a permitir 
transformar ese seno por un coseno. Así, obtendremos una expresión solo en función del co- 
seno. 


Antes, veamos la representación de la función y = sen*x - 2cosx - 2 para observar los puntos 
de corte con el eje OX y, por tanto, las soluciones de la ecuación trigonométrica 
senx-2cosx-2=0 


A la izquierda te- 
nemos la función 
y = senóx - 2 cos x. 


Recuerda que, ese 
valor de "-2" en la 


función, lo que haría 


sería bajar dos unida- 
des esta función. 
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Por tanto, a partir de la anterior obtenemos la función y = senx - 2 cosx - 2 


Vamos a resolverla de forma analítica 


Ecuación fundamental de la trigonometría senóx+cosóíx=1 > senóx =1- cosóx 


sustituyendo el senóx en la ecuación senóx- 2 cosx=2 > 


1-cosóx-2cosx=2 Si ahora reordenamos los términos 


Esto tiene toda la pinta de ecuación 
- cosx-2cosx+1-2=0 > cosx+2cosx+1=0  de2%grado > t?+2t+1=0. 


Hagamos t= cos x 


P+2t+1=0 > (t+1)=0 >t=-1 > cosx=-1> x=5n > x=5n+ 2kn con k entero 


Ejercicio: Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas y ayúdate con geogebra para ver 
los resultados de dichas ecuaciones. 


a. senx-cosx=0 b. 3senéx = cosóx  c. cosx-1=senéóx d. cosóx-senéx = 1 


Problema. La copa de un árbol se divisa desde dos puntos separados una distancia de 10 metros 
bajo unos ángulos de 45? y 30%. Calcula la altura del árbol. 


Problema. Una farola y un hombre de 1,80 m de altura, dan una sombra sobre una carretera in- 
clinada x grados de 7 y 1,25 metros, respectivamente. Si el ángulo que forman los rayos del sol 
con la horizontal es de 60%, calcula la inclinación de la carretera y la altura de la farola. 


2 
. ... . . . “, x—1 
Ejercicio. Resuelve la siguiente inecuación — —==—=0 
Xx +2xX+X 
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Ejercicio. Simplifica las siguientes expresiones 


2-10 ?-6-10*-3-10* b Cito 1 
-9-10*-(-2)10"*-3-107*” Xx —x 


Ejercicio. Esboza las funciones 


a Mage si xl b. f(x) = (2) - 3 


In(x=1) si  x>1 
Ampliación. Existen unas relaciones entre las razones trigonométricas del doble de un ángulo y 


éste y la mitad de un ángulo y éste (ángulo doble y ángulo mitad), que nos permiten ampliar el 
rango de resolución de ecuaciones trigonométricas. Estas son: 


ángulo doble ángulo mitad > O visto de otro modo 


Xx 1l—cos x 1—cos 2x 

sen 2x = 2: senxXx- cos X sen y + > > senx=zw _— 
2 2 Xx 1+c0s x l+cos 2x 

cos 2x = cosx - sen"x COS 9. + => > CcOosx=z —A 


Ejemplo. Resolver la ecuación trigonométrica sen 2x :cos x =3sen“x 


sen 2x «cos x =3sen*x 
(2:senx:cosx) - cosx = 3 senóx > 


2:senx - cosóx = 3senóx > 


Podríamos simplificar dividiendo por por senx. Sin embargo, no debemos 


. . E ly - 2 
2senx : (1 - sen'x)= 3 sen'x > realizar este tipo de simplificaciones tan a la ligera, ya que perdemos 


á 3 soluciones posibles. 
2 senx - 2 senx= 3senx > 


2 sen?x + 3 senóx - 2 senx = O 
senx - (2 senóx + 3 senx-2)=0 > senx=0> x=T/2rad y 3m/2 rad en[0,211] 


(t = senx)> 2:14? + 3-1 


1 
y) 
mn 
O 
1 
ae 
mn 
je 
X< 
> 
m 
] 
' 
2) 


senx = + senx=-2 


x=T/6 rad y 51/6 en [0,211] 


Ejercicio: Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas 


a. cos2x - senx=0 b. sen2x = -2:cosx - sen?x 
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Problema. Y ya que estamos en ampliación, vamos a por un problemilla. 


El triángulo inscrito en la circunferencia de radio R = 60 cm de 
la figura de la izquierda, es un triángulo isósceles de lado desigual 
b = 35 cm. Calcula el lado L, los ángulos a y by el área de dicho 
triángulo. 


El 
S 


] 
I 
] 
I 
] 
] 
' 
] 
] 
] 
1 
1 
] 
] 
] 
] 
1 
* ? _ 
] 
I 
1 
] 
1 
] 
] 
] 
] 
1 
] 
I 
l 
] 
] 
] 
1 
] 


A is ao oe 


AAA AA AS O 
e o q o o e e 


Si ojeamos por encima la función y vemos el eje OX, observamos que viene graduada en ra- 
dianes. Por otro lado, es claro que la función es periódica, con periodo 21. Por ello, tiene toda la 
pinta de ser una función trigonométrica. 


Lo que está claro, es que no es ni seno ni coseno, ya que la imagen de una amplia cantidad de 
valores de x supera el valor de 1 y no tiene, ni por asomo, forma sinusoidal. 

Si observamos un poco más, vemos que la función es creciente y discontinua en ..., -31/2, - 
1/2, 1/2, 3n/2, ..... Es decir, discontinua en 1/2 + 2kn con k entero. Vamos a estudiar esta dis- 
continuidad, por ejemplo, en x = 1/2 y en x= 31/2 

Observamos la existencia de una asíntota vertical en x = 1/2 y los límites laterales en este 
valor son 
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lim f(x)=00 lim f(x)=-00 


7 Sd 


Por otro lado, existe otra asíntota vertical en x = 31/2 y los límites laterales son 


lim f(x)=w0 lim f(x)=—00 


1937 e SS 
2 2 


Parece que tiene toda la pinta de la función tangente (y = tan x). Ésta, en el I cuadrante au- 
menta sus valores de tan 0% = O a tan n/2 > o, Si nos adentramos en el IT cuadrante, la tan- 
gente es negativa y toma valores desde -«o en 1/2 a O en r rad. En el TIT cuadrante, toma valo- 
res desde O a «o, y ya en el IV cuadrante, toma valores desde -«o a O. 


Ejercicio. A partir de la función tg x, esboza las funciones tg(x + 1/2), tg(x - 1) y tg(x + 1) 


71. Definición Frecuencial de la probabilidad. Ley de los grandes números 


Supongamos que jugamos al parchís. Supongamos que contamos las veces que sale en una par- 
tida y resulta que de 100 tiradas, nos ha salido el cinco 12 veces. Ya sabemos que se denomina 
frecuencia absoluta del 5 a 12 y frecuencia relativa del cinco a 12/100 = 3/25. 


Sin embargo, la Probabilidad de obtener un 5 la hemos definido como el número de casos fa- 
vorables entre el número de casos posibles del dado, es decir, P(5) = 1/6 (y así, la de cualquier 
número del dado). 


Todos nos hemos dado cuenta que, al comienzo del juego, necesitamos un 5 para comenzar a 
mover y muchas veces nos desesperamos porque no sale, hasta que sale el esperado 5. l¡¡Oye, y 
parece que ahora empiezan a salir todos a la vez!! 


Pues esta es la idea. Cuanto más tiramos, más se acerca la frecuencia del 5 a la probabilidad 


camente, 1/6. 


Por tanto, si consideramos un suceso S, definimos la P(S) como límite de la frecuencia relati- 
va de este suceso cuando el experimento se repite una infinidad de veces en las mismas con- 
diciones, que tiende a un valor constante. Es decir, tiende a estabilizarse en el valor P(S). Por 


P(S)=1li eS 
Eos N 


donde n, es el número de veces que ocurre S y N el número total de veces que realizamos el ex- 


tanto, 


perimento y P(S) es la probabilidad del suceso S, entendida como el cociente del n.? de casos 
favorables entre n. de casos posibles. Y esto constituye una ley que se llama Ley de los 
Grandes Números. 
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Si es importante comentar que nunca podremos realizar un experimento una infinidad de ve - 
ces, y que no hay ninguna prueba que esto pueda ocurrir. Solo estimamos que ocurre. 


A partir de aquí, podemos definir la probabilidad a priori, como aquella que se halla de for- 
ma teórica, sin comprobar experimentalmente. Y probabilidad a posteriori la que se calcula a 
partir del experimento, cuando se repite un número muy grande de veces. 


Así, la ley de los grandes números nos dice que la probabilidad de un experimento a posterio- 


71.1. Proyecto. 


A partir de la compra de un dado nuevo y un tablero o mantel, establecer las condiciones en 
las que se va a tirar este dado (zona del tablero, altura aproximada, forma de lanzamiento, ...). 


Posteriormente, se irá pasando este material entre todo el alumnado de la clase, donde cada 
alumno/a tirará unas 100 veces el dado en casa, en las condiciones establecidas. 


Se deben ir apuntando los resultados obtenidos y la frecuencia relativa cada 100 tiradas. 
(100, 200, 300.....), que irán pasando al siguiente alumno/a y así hasta completar toda la clase. 


Por otro lado, se debe ir realizando una gráfica de la evolución en el número de tiradas para 
cada resultado y observar si se va acercando al la probabilidad de 1/6 (- 0,16666...), como nos 
dice la Ley de los Grandes Números. 


Problema. Demuestra, desde el punto de vista de la definición frecuencial de probabilidad, que 
la probabilidad de un suceso es siempre menor o igual que 1. 


Problema. La probabilidad de dos sucesos A y B son tales que P(A) = Ys, P(B) = 2/5 y la probabi- 
lidad de la intersección de A y B es 1/10. Calcula la probabilidad de que no ocurra ninguno de los 
dos sucesos A y B. 


Problema. Supongamos que lanzamos 3 monedas al aire. ¿Cuál es la probabilidad de sacar 3 cru- 
ces? ¿Cuál es la probabilidad de obtener una cruz y dos caras, independientemente del orden? 
Ayúdate de un diagrama de árbol 


72. Ampliación. Rapidez de crecimiento-decrecimiento 

Ya somos unos monstruos matemáticos. Ya hemos conseguido nuestras "gafas de matemáti- 
co” y somos capaces observar las funciones desde otro punto de vista, de crecimiento-decreci- 
miento, de máximos y mínimos, de curvatura, de rectas, exponenciales, ..sabemos trasladar 
funciones para arriba, abajo, a derecha, a izquierda, de logaritmos, .... 
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Pero, y seguro que te has dado cuenta, cuando hablamos de monotonía, de extremos y de cur- 


vatura observamos que, aunque tenemos funciones que crecen y decrecen, no lo hacen igual de 


rápido. Observamos como su curvatura es algunas veces más cerrada y otras más abiertas. 


Pues vamos a escudriñar este aspecto. Cojamos, primero, una recta para recordar que es la 


pendiente de esta. Consideremos la recta y = 2x - 3. Representemos y recordemos 


Cojamos 3 puntos, (Xo, yo) = (0, -3); (X1, y1) = 
(1,-1) y (2, y2) = (2,1), tales que las distancias 
entrexX1 y Xo, o X2 y Xi sean iguales. Es decir, 
x1-=Xo=1-0=x2-x1=2-1=1lu= Ax 
(incremento x). 

Observamos que las distancias en y (Ay incre- 


mento y) para esos Ax es la misma e igual a Ay = 
-14-3) = 1-1) =2. 


y 


Si hacemos la razón de lo que “sube” (Ay) con 


respecto a lo que "ando" (Ax) es y) 22m 


Si te fijas, los triángulos rectángulos que hemos 
formado son iguales y el cociente de sus lados tam- 
bién lo será. 


Pero podría ocurrir que con Ax distintos, los Ay 
fueran distintos y su razón también. 


Pero, si lo piensas, ya no sería una recta. En ese 
trozo subiría más o menos que en el anterior. Es de- 
cir, se “doblaría”. 


Por tanto, si cogemos puntos tales que los Ax sean distintos, aun- 
LA . . Y A . Y . 
que sus Ay serán distintos, la razón  m= Y seguirá siendo 2, 
Xx 
como puedes observar en la figura. 


Además, observando la figura de la izquierda, donde hemos cogido 
puntos distintos, ves que los triángulos que hemos formado son seme- 
"jantes, ya que sus ángulos son iguales. Entonces, sus lados proporcio- 
nales y sus razones iguales. 


Ay, =Y =2%% =Y, 
Ne, 11 * ¡EN 42 
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Es decir, que la razón de un Ay con respecto a su Ax es constante (en nuestro caso igual a 
2) y se llama pendiente de la recta. 


n=Y/ =2 
Ax 


Vale. Todo esto ya lo sabíamos. Así que, consideremos ahora la función f(x) = y = x? y 
f(x) = y = 4x?. Vamos a ir despacito y viendo cada cosa que hagamos. Representemos ambas 


funciones. 


Si observamos, vemos claramente 
que la función y' = 4-x? crece más 
rápidamente que la función y = x?. 

La manera de formalizarlo es, 
prácticamente, como antes: 


Tomaremos dos valores de x, 
Xo = 0,5 y xi = 1, para ambas fun- 
ciones. A la distancia entre x1 y 
Xo la llamaremos Ax = x1 - Xo = 1- 
0,5 = 0,5. 


Para esos valores de x, 


hallare-mos sus imágenes en 
ambas fun-ciones, que serán 
f(Xo) = yo; f'(Xo) = yo , f(x1) =y1; 
f (x1) = y1 

En nuestro caso xo = 05; 


yo=0,25:yo0o=1;x1=1; y1=1:; 
y1=4 


A la distancia entre y: e yo la llamaremos Ay = y: - yo = 1- 0,25 = 0,75 . Y a la distancia en- 
tre y'1 e yo la llamaremos Ay' = y': - y/o = 4 - 1= 3 (incremento y”) 


En resumen, lo que hemos hecho es coger un mismo Ax para las dos funciones y ver como va- 
ría la distancia entre las imágenes en la función y = x* (Ay) o en la función y' = 4-x? (Ay). 
Ax=05-> Ay=0,75 e Ay'=3. 

Se observa que Ay = 0,75 < Ay'= 3. Es decir, para una misma distancia horizontal, sube más 
la función y' = 4x?. Crece más rápido. 


; y Ay Ay' 
Pp ? 
¿Pero, y si cogemos ¿a y E , como en la recta 
Estas serán las pendientes de las rectas que pasan por los puntos (Xo, yo) , (X1 ,y1) y 
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(xo, Yo) , (X1, y'1), respectivamente. Es decir, Y, y Y, . Si las pinto como 


segmentos, haciendo un zoom a cada una, tenemos: 


m'tan(80,59) 


3.5 


Ay=0,75 


'=tan(80,59) 


Ay/ _0,75 Ay" L 
= = =1 = = = 
Ú Ys E á Ñ e 05” 


La pendiente de la secante que pasa por estos puntos, para un mismo Ax, es positiva, es de- 
cir, creciente y es mayor en la función y'. Es decir, por esta "zona" crece más rápido en la fun- 
ción f' que en la f. Dichas funciones son simétricas, así que por el otro lado simétrico decrece 
más rápido la f' que la f. 


Fíjate que resultado más interesante. No necesito conocer la expresión algebraica de la 
función. Para un mismo Ax, si se como es la pendiente de la secante (recta) que pasa por esos 
puntos, puedo caracterizar cómo es su crecimiento-decrecimiento. 


Peeero, estas funciones no son una recta, no tienen porqué crecer igual a lo largo de su do- 
minio. Y, además, ¿cómo de grande o pequeño cojo el Ax? Vamos a ver cada cosa por su lado. 
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Quedémonos solo con nuestra función y = x?. Es evidente que para cualesquiera Ax, la razón 


di no tiene porque ser constante. 
Xx 
Cojamos tres puntos, al lado derecho de su eje de simetría, tales que sus Ax sean iguales y 
A : 
calculemos las razones Y correspondiente a cada Ax. 
Xx 


Puntos: (xo, yo)= (0,0) (xa, y1) = (1,1) y (a y2=(24) 
Axo=1 e Ayo =1 Axi = 1 e Ay: = 3 


(2, 4) 


La pendiente de la recta secan- 
te0O, que pasa por los puntos (xo, 
yo) = (0,0) y (xi, y1) = (1,1) será: 


m= Y =Y=1 
ES. PARLA 


La pendiente de la recta secan- 
te, que pasa por los puntos (x:, y1) 
= (1,1) y (x2, y2) = (2, 4) será: 


n= Y/ Y 
=P IAE 


secante1 Ay1=3 


An, mi=tan(71,69) 


secante0 Ay0=1 


Tanto mi como mo son positivas (como ya sabíamos) y, por tanto, es creciente. Y como 
ma: > mo, la función va aumentando surapidez de crecimiento conforme x va aumentando, por 
lo menos, donde estamos trabajando. Por ello, si vamos estudiando como son estas 
secantes de forma continua, podemos ir vien-do como va creciendo. En nuestro caso, como 
las pendientes m; son positivas y aumentando suvalor, cada vez va creciendo más rápido. 


Peeero, y vamos a la otra cuestión (siguiendo con los "peros”), quizás el Ax no es lo sufi- 


cientemente pequeño y mi función dentro de ese Ax, crece, decrece, hace cosas raras, y no 
lo veo. ¿Qué hacemos? 


Pues vamos a disminuir cada vez más mi intervalo Ax, hasta que el punto xi esté "pegadito 


al otro” punto Xo e Ax sea, prácticamente, O. Es decir, hacemos que Ax > 0, que significa 
que Xi > Xo. 


4 Y 4 A . . 
Entonces, ya no habrá duda alguna y ver como varía la razón en el dominio de la 
Xx 
función nos dará como es su crecimiento-decrecimiento su dominio. ¿y qué es, en este caso, 


Y A 4 . 4 
esta razón e ? Vamos a ver qué es esto. Volvamos con nuestra función y = x?. 


Cojamos dos puntos A(Xo,yo) = (1,1) y B(x1,y1) que vamos a ir acercando cada vez más a 
A(Xo,yo) = (1,1), observando cual es la secante y cómo va variando esta junto con su pendiente 


(m = a = tan(a)) representando, algo así como los fotogramas de una película. 


y 


m=tan(68.81?)=2.58 


m=tan(71.57*)=3 


Hi 1,35 
B 


Observa que casi se 
va confundiendo con" 
laaca “recta tangente 
al punto (1,1)” que ya” 
la pintamos a la dere- 


m=tan(66.18”)=2.27 


12 
cha junto con su valor 


de pendiente. 


1:15 m(secante)=tan(64.5”)=2.1 


m(tangente)=tan(63.43”)=2 


“Y no te fies de lo 
que ves, observa la 


ángulo tangente = 63.43” 


escala y verás lo 


ángulo secante = 64.5” 


cerca que estamos” 


1.0014 


1.05 
1.0012 


1-04 1.001 


1.0008 


1.03 


m(tangente)=tan(63.43”)=2 1.0006 m(secante)=tan(63.44”)=2 
m(tangente)=tan(63.43”)=2 


m(secante)=tan(63.66”)=2.02 > 1,0004 


1.01 1.0002 


ángulo tangente = 63.43” 


ángulo tangente = 63.43” ángulo secante = 63.44” 


ángulo secante = 63.66” 


0.9998 


1.01 1.02 1.03 9996 0.9998 1.0002 1.0004 1.0006 


Fíjate en este último fotograma. Tenemos, prácticamente, un Ax = 0,0005 u y un 
Ay = 0,001 u, de tal manera que se confunde la secante que pasa por los puntos A(1,1) y 
B(x1, y1), con pendiente 2, con la tangente, cuya pendiente vale 2. 


Es decir, que cuando Ax — O, la secante se confunde con la tangente y el 


Ay 
es la 
e 


pendiente de la recta tangente en el punto (Xo, yo). Por tanto, observando el signo y como 
varía la pendiente de la recta tangente a lo largo de los puntos del dominio de la función, sabe - 
mos como crece o decrece la función. 


¿Y esto que estamos diciendo, qué es? Ya sabes lo que es un límite y lo que estamos diciendo 
en nuestro ejemplo cuando el punto B (xx, y1) se acerca al A (Xo, yo) = (1,1) (x1 — Xo ó Ax => 0) 
y es: 


lim Á = m (pendiente de la tangente en (1,1) = (Xo,yo)) 


Ax>0 
o escrito de otra forma 


lim 24 lim 4-4 =m (pendiente de la tangente en (1,1) = (Xo,yo)) 
x 31 xi-1 x19xp X1 7 Xg 


o escrito de otra forma más 
ma f(x,)-1_ úl flx)=f (xo) 


x,>1 Xx X19Xo Xx¡—Xp 


= m (pendiente de la tangente en (1,1) = (Xo,f(X0)) 


o incluso otra más 
Ax=x1-1=x1-Xo>X1=1+ Ax = xo + Ax > f(x1) = f(1+ Ax) = f(xo + Ax) > 


im É(+4x)-1_ y, Flx0t+Ax)=f (xo) 
Ax>0 (1+Ax)-1 Ax>0 Ax 


Así que, cojamos la función y = ¿x? (para ver mejor sus tangentes, que aparecerán mejor que 
con la y = x?) quitemos el zoom y vamos a ver tangentes a lo largo de distintos puntos del domi - 
nio de la función (si recuerdas, ya verás que has visto esta imagen) 


MS ado, Lo doo.s" 


=80.54" 
18 M(Aroja)56 A los 


o m(Bioleta)=4 q 
. Le yos.0s : EYES 


mFrioleta)= 


2416.57 PCverde)=2 AP 
)=-2-E ) Cc m2 


y=05 
Nx m(o,, pro 4 
0 


ME eleste 


Ya lo tenemos. Así que, primero: 


- — Lado izquierdo del eje de simetría de la parábola, recta vertical x = O: las pendientes son 
negativas. Por tanto, la función es decreciente. Además, de izquierda a derecha (intervalo 
(-00,0)) y observando la evolución del valor absoluto de las pendientes, cada vez son menores, 
luegocada vez decrece más despacio, va decreciendo menos. 

- — Lado derecho de dicho eje de simetría: las pendientes son positivas. Por tanto, la función 
es creciente. Además, de izquierda a derecha (intervalo (O, o0)) y observando la evolución del 


valor absoluto de las pendientes, cada vez son mayores, luego cada vez crece más rápido, va 
creciendo cada vez más. 


- ¿Y enel punto (0,0)? Este es el vértice de la parábola. En este caso un mínimo y la pendien - 


te de la tangente en ese punto es O. Fíjate, otro resultado muy interesante: la pendiente de 
la recta tangente en un máximo o en un mínimo va a ser O. 


Segundo: Vamos a analizar la variación de las pendientes a lo largo del dominio. Si te has dado 
cuenta, de izquierda a derecha en el intervalo (-o, 00), las pendientes van aumentando su valor 
Corro Ar 2, 20,0, ..., 2,...4,..., 6,...), es decir, la variación de las pendientes es creciente. Y 
cuando la variación de las pendientes es creciente, la curvatura es Convexa. ¿Te acuerdas 
de estas figuras que ya las pusimos hace "unas pocas páginas"? 


Las pendientes de las tangentes van Las pendientes de las tangentes van 
aumentando (van pasando de cada vez menos disminuyendo (van pasando de cada vez 
negativas a más positivas => convexa menos positivas a más negativas= cóncava 
Tangentes por debajo de la gráfica Tangentes por encima de la gráfica. 


Vamos un poco más allá. Cojamos la función y = sen(x) en el intervalo [-1,11]. ¿Recuerdas la fun- 
ción? (en la siguiente página) 


En el intervalo (-1,0) las tangentes van creciendo y están por debajo de la función = conve- 


xa. En el intervalo (O, 1) las tangentes van decreciendo y van por encima de la función = cónca- 
va. 


Pero, ¿qué ocurre en el punto (0,0). Existe un cambio de curvatura. Es donde la función cam- 
bia de convexa a cóncava. Es un punto donde, por el lado izquierdo las tangentes están crecien- 
do y por su derecha empiezan a decrecer. Es un punto donde cambia la tendencia de crecimien- 
to-decrecimiento de las tangentes. Este punto recibe el nombre de "punto de inflexión”. 


Por otro lado, fíjate como las tangentes en el máximo y mínimo tienen pendiente igual a O. 
Son horizontales. 


Ejercicio. Dada la función y = x? - 3x, factoriza y escribe los puntos de corte con los ejes. Uti- 
liza geogebra y representa. Halla los máximos y mínimos y el punto de inflexión, razonando a 
partir de sus tangentes. 


Ejercicio. Dada la función: 


Xx —2x six € (—00,0) 
(x-1)-1 si x € (0,0) 


Estudia su dominio y halla los puntos de corte con los ejes. Halla también, si existen, el o los 
puntos de corte entre estos dos trozos de funciones. Halla también los máximos, mínimos y 
puntos de inflexión, en el caso de que los hubiera. Esboza la gráfica de la función. 

Después, representa con geogebra y compara con tus resultados. 
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73. Ampliación. Nuevo Conjunto. 


Ejemplo. Resolvamos una ecuación de 2? grado sencilla. > x*+4=0, 
Lo que solemos hacer es lo siguiente: 


x?=-4 => x=x*y-4 = no tiene solución. ¿Y por qué no ampliamos nuestro conjunto de 
números, al igual que hemos hecho anteriormente cuando 3 - 5 no tenía solución en los N y am- 
pliamos a Z? 


Llamemos ¡=/=1 entonces x=+Y-4=x+/4-(-1)=+2-Y-1=+2:4 >x1= 23 i y X2= -2: 


Vaya dos soluciones "raras". 
Otro ejemplo. Vamos a resolver la ecuación x?- 2x+5=0 


+y — . ., e 
x= 216 > Vaya, no tiene solución. Bueno, pero como ya hemos llamado ¡=Y-1 > 


yd 16, 28 16 (51) - 2D 0 E 


; : ; =1)=1+2:1>x,=142:1 y x,=1-2: 


Volvemos a obtener de la ecuación de 2% grado dos soluciones "también raras" 
9 


Un ejemplo más. Vamos a resolver una ecuación cúbica muy sencilla (o por lo menos, así parece) 
x*-1=0 > Vamos a hallar las raíces del polinomio P(x) = x? - 1. Si aplicamos el teorema 
del resto para x= 1 =>P(x=1)= 1* - 1=0. Por tanto, x = 1 es raíz (REAL). 
Vamos a aplicar Ruffini 


10 0 -1 
1 1 1 1 
1 1 1 0 resto 


Cociente(x) = x? + x + 1 > Vamos a resolver la ecuación C(x) = O (x? + x + 1= 0) para ver si tiene 
"más raíces" 


ies IB (El). tea, SL gan _-1 y3:i 


XxX = 
2 2 y CAY Y ER 


En este caso, para la ecuación cúbica obtenemos tres soluciones, una real y dos "raras". 


Si nos fijamos bien en este tipo de números, que los vamos a llamar “Complejos”, observamos 
que son de la forma "a + b-i”, formado por dos partes. Al número real “a” se le llama “parte 
real” y al número real “b” se le llama "parte imaginaria” (por lo de estar con la *i”, donde 


i=/=1 ). A"i” se le llama "unidad imaginaria”. 


Por otro lado, un número real como el 3, podríamos escribirlo como complejo de la forma 
3 + Oi. Un número imaginario puro sería, por ejemplo, el O + 5i = Di. 
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Por tanto, a este conjunto de números de la forma a + bi, con “a” y “b” reales, los lla- 
mamos Complejos ( C ) 


Ahora, en este conjunto de los complejos, si tenemos todas las soluciones de cualquier ecua- 
ción. Y además, ahora podemos ampliar lo que aparece en la página 143 : Un polinomio de grado 
“n” tiene "n” raíces en el conjunto de los números complejos. 


Ejercicio. Busca a quién se debe el nombre de "unidad imaginaria" 


Ejercicio. Seguro que sabes sumar números complejos ¿Cómo sumarías (2+3-10%) + (5+2-10%) de 
forma rápida? ¿Entonces, cómo sumarías (2+31)+(5+2i)?2 


Ejercicio. ¿Cuanto vale ¡:i? 


Ejercicio. Y multiplicar ¿Cómo multiplicarias (2+x):(3+x)? ¿Entonces, cómo multiplicarias 
(2+1):(3+1)? ¿Y (2+1):(3-1)2 


Ejercicio. ¿Cuanto es (3 - 92 ¿o (2 - 1)(2 + 1)? do (3 + 22 


Ejercicio. Resuelve las siguientes ecuaciones y halla todas las soluciones posibles, incluso las 
complejas. 
a. x+4x"=0 b. x*-16=0 co xX+x+x-3=0 


Primero, descompón factorialmente. Y ya sigues Extrae la raíz de todos los factores que puedas 


¿FIN? 

NOOOO. NUNCA TERMINAMOS NI DE HACER NI DE APRENDER. 
PERO HEMOS CONSEGUIDO LAS GAFAS DE MATEMÁTICO Y AHORA NOS 
MERECEMOS UN DESCANSO Y EL CURSO SIGUIENTE CONTINUAMOS. 

¡ HASTA PRONTO Y QUE LAS MATEMÁTICAS TE ACOMPAÑEN | 


74. Ejercicios para el verano. ¡ No te asustes | 


Se cuenta, se dice, que el alumnado de una gran matemática llamada Emmy 
Noether daba paseos con ella para cansarla y así, hablara más despacio, pausada y 
poder entender sus razonamientos y explicaciones. Era tan brillante que podía 
abstraer y generalizar situaciones de forma directa y que, después, se podían aplicar 
a múltiples campos, entre ellos la física teórica y el álgebra abstracta. Sería muy 
interesante que leyeras un poco de esta gran mujer y de las dificultades que tuvo que 
sortear para llegar a donde llegó, por el simple hecho de "ser una mujer”. 


¿Y qué ejercicios te voy a proponer? No te asustes. Nada de sentarse en verano 
con el calor y ponerse delante de un libro. Sería lo siguiente: 


Cuando vayas a pasear solo o vayas en coche, suma mentalmente los cuatro 
números de las matrículas, o los dos primeros con los dos segundos. O multiplica los 
tres primeros por el cuarto, a al revés. O incluso, si te ves con fuerza, multiplica los 
dos primeros por los dos segundos. 

O si estás pensando o viendo series, para un poco y haz mentalmente*una tabla 
de multiplicar” de un número de dos cifras, y a ver hasta donde llegas. 

O inventa cálculos de números que veas o se te ocurran. 


Ves, no es nada complicado. Simplemente, mueve también tu "cerebro". 
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ANEXO I. CÁLCULO DE Tr 


Como ya hemos comentado, Tr es la razón que existe entre la longitud de la circunferencia y 
el diámetro de esta. Es decir, l/d = tr. De ahí, la conocida formulita de la longitud de una 
circunferencia como | = Td = Tu2:r = 2-10. Y, además, por todos es conocido que Tr es un 
número irracional, cuyo valor aproximado que solemos tomar es 3,1416. 


¿Pero, de donde hemos obtenido 11? Este valor no es algo que se obtenga de forma natural. 
Pues un señor matemático excepcional de la Antigiia Grecia, llamado Arquímedes llego a 
obtener esta razón. Vamos a ver como lo hizo y, para ello, nos vamos a ayudar de geogebra. 


¿Recuerdas qué es una sucesión? Vamos a recordar algunas de las que ya has visto. 
Imaginemos el conjunto de los naturales N, y dentro de ellos, los impares I = (1,3,5,7,9,11,....) 


Esta es la sucesión de los números impares y está formada por una serie de términos, de los 
cuales el primero sería a, = 1, y así, az, dz, .... An, ..... donde a, representa el término n. 
a = 1 ar = 1 


02 = 3 2 = 1+2 = arte = arte = 0; + 2:1 
aj=5 Yahora 3 = 3+2 = 02+2 = (a+2)+2 =01+4=a0,+2:2 
fijémonos 
04 = 7 M4 = D+2 = az+2 = (az+2)+2 = ((a+2)+-2)+-2 =a1+6=a,+ 2-3 
As = 9 As = 7+2 = Qat2 = (a,+6)+2 = =0;+ 8 = a; + 2:4 
ds? dia = QOn1+2 = = a1 + 2:(n-1) 


Este tipo de sucesión se llama aritmética, donde cada término se obtiene sumando al 
anterior un valor llamado diferencia *d” (en nuestro caso d positivo y de valor igual a 2). 


O podríamos coger la sucesión 1, 2, 4, 8, 16, .... donde vemos que cada término es el doble del 
anterior. Entonces: 


ar = 1 ar = 1 
2 = 2 A? = 2:1= 2:01 = 2:01 = 2! : 1 
Q3 = 4 Yahora U3 = 22 = 2:0> = (2:a1):2 = 4-0; = 2?. A; 
fijémonos 3 
a =8 a = 2:4= 2:03 = (2:a2):2 = ((2:a1):2):2 = 801 = 2": 
A5 = 16 As = 2:8 = 2:44 = (2? :41):2 = = 16:a; = 2* : Ar 


An = ? ds = 2:An-1 = 29m. ar 


Este tipo de sucesión se llama geométrica, donde cada término se obtiene multiplicando el 
anterior por un valor positivo llamado razón "r" (en nuestro caso r mayor que 1). 


Las sucesiones no tienen porqué ser numéricas. También pueden ser, por ejemplo, 
geométricas. Cojamos una sucesión de polígonos regulares, por un lado, inscritos en una 
circunferencia de radio 4 u y, por otro lado, una de polígonos regulares circunscritos a dicha 
circunferencia, en la que vamos a ir aumentando el número de lados "n” en 1. 


Llamaremos P al perímetro de los polígonos circunscritos y p al perímetro de los polígonos 
inscritos a la circunferencia, respectivamente. Dicho valor lo dividiremos por el diámetro, de 
nn 


valor 8 u, aproximando su valor y lo designaremos por "R" y *r", respectivamente. Y así, 
veremos a que valor tiende dicha razón: 


3 lados. P, = 41,58u; pi =20,79u; Ri=5,20 r:=2,60 ..... 5 lados. P¿=29,05u; p3=23,50u; R3=3,63; 13=2,94 


P 
e 


DC = 13.86. 


6 lados. P4=27,72u: pa=24u; R4=3,47; 14=3 8 lados. P¿=26,48u; ps=24,48u; Re=3,31; r=3,06 


DK = 3.31 


15 lados. P,3=25,5u; pi3=24,9u; Ri13=3,19; 1:3=3,11 30 lados. Pg P28 =25,2u; Ros vw Po = 3,15 


N¿M, = 0.84 


N, 


Si observas la construcción de estas sucesiones de polígonos circunscritos e inscritos a una 
circunferencia, conforme el número de lados aumenta, el perímetro de dichos polígonos cada 
vez se acerca más y más a la longitud de la circunferencia. Y, por tanto, la razón del perímetro 
al diámetro se acerca cada vez más a un valor, que es .... TT. 

Es decir, conforme el número de lados es cada vez mayor (n — oo) entonces: 

P, “ Pn > longitud de la circunferencia y  R,“r,>T. 


, o P o 
O escrito de otra forma: lim” / =lim sa 
n>00 d n>00 d 
Si observas nuestra construcción, ya con 30 lados se hacen casi indistinguibles los polígonos 
y nuestra circunferencia, obteniendo un valor para tt de 3,15. Pues Don Arquímedes llegó a 
construir, con paciencia y tesón, unos polígonos circunscritos e inscritos de 96 lados en una 


circunferencia, llegando a un valor de tr que estaba entre 3 > y 3 5 


¡Y no tenía geogebra! Pero si tenía un ordenador que, por cierto, tenemos todos: la cabeza 
y, en particular, el cerebro. Y uso un software muy interesante, la cabeza-gebra. Como ves, el 
ingenio supera a cualquier máquina. 


Ejercicio. Pasa los valores entre los que Arquímedes obtuvo que estaba el número irracional n a 
decimal. ¿es una buena aproximación? ¿Sabrías buscar cuantos decimales se han encontrado 
para el número n a fecha de hoy? 


Curiosidad. Y ya que sabes qué es una sucesión, la suma de los infinitos términos de la sucesión 


> (-1) . T ¿ 
za pe es igual a E Es decir 


o 
A 


ao 2n+1 


ANEXO II: "DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DE THALES”. 


Vamos a demostrar el teorema de Thales de una forma un poco distinta, y es a partir 
de la definición de área de un triángulo. 


Consideremos los triángulos AOA' y BOB' de la derecha, que 
están en lo que viene a llamarse "posición de Thales" 


A partir de estos, vamos a formar los dos siguientes: 


A B 

Uniendo A con B', Uniendo A' con B, 
formamos el triángulo BAB' formamos el triángulo BA'B' 

B' B' 

A' A' 
0) 
0) 

A B A B 


Estos triángulos de color gris BAB' y BA'B' tienen la misma área, ya tienen la misma 
base en los dos (BB”) y la misma altura, como se observa en el dibujo. 


B' 


h 


Es más, cualquier triángulo que se forme con los vértices en B, B' y 
cualquier punto de la recta AA' tienen el mismo área. Por tanto, sus áreas 
son iguales y vienen dadas por: 


BB'-h 


Area= 


Como consecuencia, las áreas de los triángulos AOB' y BOA' son iguales también. 


B" 


Resumiendo, las áreas de los triángulos grises son iguales entre sí y las áreas de 
los triángulos naranjas son iguales entre sí. 


Consideremos ahora estos mismos triángulos, pero vamos a escoger bases y 
alturas distintas para calcular sus áreas, que seguirán siendo iguales. 


p' 


B 
Área de los triángulos grises: 
Áreagris BAB= PEA igual a Área gris BA'Br=%-B-N2 o 
Entonces, > ABhi - A'B":h2 , Hh_4B 
2 2 h1A'B' 
Área de los triángulos naranjas: 
Área naranja AOB LA igual a Área naranja A'OB= es j 
Entonces, > OA'h1 _ OBh2 al h2_0A 
2.0002 h1 OB 
Por tanto, 
AB_ - O 
A'B" 7 OB Demostrado 


Anexo IIT. Métodos de resolución de sistemas de ecuaciones lineales 


Método gráfico. 

Vamos a comenzar por este método, que ya lo hemos estado trabajando y es muy 
sencillo. Además, nos permite observar fácilmente distintas situaciones que se pueden 
presentar en sus soluciones y que nos va a permitir resolver sistemas a partir de la 
representación de las funciones y/o figuras que representan sus ecuaciones. 


Comencemos por la siguiente situación. Dado un sistema de 2 ecuaciones lineales con 
dos incógnitas, resolverlo. 


Ya sabemos que cada ecuación representa a una recta en el plano y de la que 
conocemos como es su expresión algebraica (y = mx + n). Por tanto, ser pueden presentar 
3 situaciones distintas: que las rectas se corten en un punto, que las rectas sean 
paralelas o que ambas ecuaciones representen la misma recta, es decir, que san 
coincidentes. 


Comencemos con el siguiente sistema para resolver. 


Si eres observador, la ordenada en el origen 

e Despejando la > yasxrd de ambas rectas es la misma. Es decir, las dos 
3x - y = 1 incógnita "y" > y=3x-1 rectas pasan por el (O, -1). Ya tenemos el punto 
de corte. Pero, vamos a actuar como si no nos 


hubiéramos dado cuenta. 


y =-X- 1 y = 3x-1 

a AY 

do [| =3 1.4 

-1 0 112 Representamos 


Como ya habíamos visto, el punto de corte 
es el (0, -1). 
El sistema tiene única solución, ya que se 
corta en un punto y decimos que el sistema es 


Compatible Determinado, con solución  x=0 


e y=-l 
Como soluciones que son, cumplen las dos 
ecuaciones: 
x+y =-1 -> 0+(-1)= -1 
3x-y=1 -> 30 - (-1)=1 


Nota: ¿Es necesario despejar la incógnita “y” en nuestras ecuaciones para realizar la 
tabla y representar? 

Es obvio que no. Podemos dar valores a la que queramos. E, incluso, yo diría que sabemos 
representarla sin dar valores, solo con la pendiente y la ordenada en el origen. 


“M nn 


A partir de nuestras ecuaciones podemos dar valores a "x" y hallar el valor de la *y 
(como hemos hecho arriba) o dar valores a "y" y obtener el valor de *x", según nos 
convenga más para que el despeje de la "y" o la *x" sea más sencillo. 


Como norma general, si escribimos la ecuación de forma polinómica (ecuación implícita 
de la recta) "ax + by + c = 0", si alguna de estas incógnitas tiene como coeficiente un 1, por 


“M n 


ejemplo "x", le daremos valores a la "y" para obtener el valor de *x", ya que en el despeje 
no habrá denominadores. 


En cualquier otro caso, observaremos nuestra ecuación y le daremos valores en función 


A 1] 


de los coeficientes de las incógnita "a" y "b" y del término independiente *c". 


Por ejemplo, el siguiente sistema: 
x+2y=5 
2x + 3y = 8 Solución x=1e y=2 


En este caso, también es 
x+2y=5 2x + 3y = 8 más sencillo dar valores a 


y”, de forma que 3y sea par. 


Lo más sencillo es dar Así, al dividir por 2, el valor 


x Y valoresala”y' y despejar x Y será exacto 
3 1 y=15x+21=5 >x=3 1 2 y =2 > 2x+6=8 >x=1 
5 0 y=0>x+2:00=5 >x=5 4 0 y=0 >2x+0=8 >x=4 


Otras situaciones que nos podemos encontrar. 


A 1] 


Imaginemos el siguiente sistema de ecuaciones. Vamos a representar despejando la "y". 


x + y =-1 Despejamos y > y = -Xx-1 m=-1 y n=-1 
_6-2x 
0 


2x+2y=6 > >y= 3-x m=-1 y n=3 


Simplificando, encontramos que tienen la misma 


pendiente y distinta ordenada en el origen. Es decir, 
son paralelas, no se cortan. 


Vamos a comprobarlo, representando. Damos valores y obtenemos la siguiente gráfica: 


6 
y =(6-2x)/2 
5 


Comprobado, no se cortan ya que son 
paralelas 


Quiere decir que no hay solución y 


*  * ' nuestro sistema se dice que es un 
Sistema Incompatible. 


Además, podemos encontrar una condición con los coeficientes de las incógnitas en 
las ecuaciones que nos permiten saber cuando ocurre esta situación. Como has visto, 
simplificando hemos obtenido la misma pendiente y distinta ordenada en el origen. 


Entonces, supongamos que tenemos un sistema lineal de 2 ecuaciones con dos incógnitas 
incompatible, cuya representación son dos rectas paralela. Sus pendientes son iguales, es 
decir, mi, = m2. Nuestro sistema es : 


1? ecuación lx+ly+1:=0 => y > Mm = El 
2% ecuación  2x+2y-6=0 => y > Mo = 2) 


Como Mma=m. => el = El > Y E Y, = 11,1 
1 2 =2 Z 2 2 =6 
que es la condición que deben cumplir los coeficientes. 


Es decir, si escribimos nuestro sistema "incompatible" de forma general: 


0 X + b; y =C: 
02X + b, y = C2 sistema incompatible -> nuestras rectas son paralelas -> 


b 
M=Az4%U > Sistema Incompatible 
a,  b, C) 


Otra forma de llegar al resultado es la siguiente: 


a2x+b2 y=c2 
y = (6-2x)/2 


alx+b1y=c1 
x+y=-1 


Cojamos dos puntos en cada recta 
separados una distancia en x igual al 
coeficiente de la incógnita “x" en cada 
ecuación. 

Formamos el triángulo rectángulo cuyos 
catetos están formados por las distancias 


“M n <“M "n 


en "x" y en "y", coincidiendo con los 


7 


Pero, también nos podemos encontrar "ot 


siguiente sistema de ecuaciones: 


coeficientes de cada incógnita. 


Estos triángulos son semejantes, ya que 
las pendientes son iguales, ángulos iguales. 
Por tanto sus lados son proporcionales, es 
decir, 


ra situación” como la que obtenemos del 


AA Despejamos la 2 Y ETS ¿La misma ecuación? 
6x - 3y =9 coordenada y > y= some DN y =2x-3 => Misma pendiente y 
úl ordenada en el origen 
m=2 y n=-3 
Representamos: 


La 2% ecuación, una vez simplificada, 
es la misma. Por tanto, pendientes iguales 
y ordenadas en el origen iguales. Se 
superponen. "Se cortan continuamente 

Observando las 


gráficas, se 


superponen. Es decir, se cortan en todos 
los puntos. Por tanto, todos los puntos 
son solución. 

Entonces, se dice que el sistema es 
Compatible indeterminado y que tiene 
infinitas soluciones. 


¿ El que haya infinitas soluciones significa que cualquier punto del plano es solución? 

No. El que haya infinitas soluciones no significa que todos los puntos del plano sean 
solución, sino solo los pertenecientes a las rectas. Es decir, dado un valor de x = Xo, el 
valor de yo vendrá dado por: 


x=Xo. Como y=2x-3  -> La solución serán los puntos (Xo, yo) tales que 
Yo = 2:Xo - 3. Por tanto, puntos de la forma (Xo , 2:Xo - 3). 


Por ejemplo, si xo= -1 > yo= 2:(1)-3=-5 


¿Qué condición cumplen sus coeficientes? Cojamos el sistema 


2x-y=3 Por un lado, sus pendientes son 
iguales -> misma condición 2-1 4 b 
6x - 3y =9 anterior > laz». 1-2 
Y 6 =-3 a, b, 
Y ahora, también observamos lo siguiente: 
E, a, bc, En el anexo de vectores se ve porqué ocurre 
iS a DO que también = c,/c, 


Método analíticos. Bueno, esto lo conocemos mejor. 


Método de sustitución. 


Consiste en despejar una incógnita de una de las ecuaciones y se sustituye su valor en la 
otra. Es conveniente despejar la más sencilla. Por ejemplo, cojamos el primer sistema y 
vamos a resolverlo por los tres métodos. 


x+y 1 -> y =-x-1 
3x-y=1 
3x -(-x-1)=1 >3x+x+1=1 >4x=0 >x=0 


Una vez conocida la incógnita x, sustituimos en el valor de y 


x=0e y=-1 


Método de igualación 


Se despeja la misma incógnita en ambas ecuaciones, en principio, las más sencillas. Como 
corresponden al mismo valor-incógnita podemos igualar ambas expresiones. 


En este caso, vamos a despejar la, en principio, la más difícil (que no lo es) para tener 
denominadores. 


x+y =-1 > x=-1-y 
1 > x= 2 igualamos 1=y= 2 y = 1 


3X - y 


Sustituimos en cualquiera de la ecuaciones que tenemos arriba x= -1-y=-1-(-1)=0 
Solución x=0 e y=-1 


Método de reducción 


Lo que se busca es tener, en la misma incógnita "elegida" de ambas ecuaciones, el mismo 
coeficiente con signos opuestos. Realizando, posteriormente, una suma de estas dos 
ecuaciones se nos quedará una sola incógnita. Vamos a ver varios ejemplos 


Comencemos por el ejemplo primero. Resuelve el sistema por reducción: 


Este es el caso más sencillo, ya que encontramos una misma incógnita en las 


x+y =-1 

' dos ecuaciones con los mismos coeficientes y, además, con signos contrarios. 
3x- y =1 Simplemente, sumar ambas ecuaciones. 
dy oo Para cualquier valor de "y", O-y es igual a O siempre. La única posibilidad 


de que esta expresión sea O es que 4x=0 >x=0 


Sustituyendo el valor x = O en cualquiera de las ecuaciones, obtenemos el valor de y 
x + y=-1 > O + y = -1 > y = 1 


Supongamos el siguiente sistema 


En este caso, encontramos una de las incógnitas (x), que en una de las 
is A ecuaciones (1%) tiene un coeficiente de 1. En principio, hay que multiplicar dicha 
2x + 3y = -7 ecuación por el coeficiente "2" que tiene esta misma incógnita en la otra 

ecuación. Después, observando que tienen el mismo signo y queremos signos 
contrarios, multiplicaremos por -2. 


x-=2y=7 > -2:(x-2y)=-2(7) >= -2x+ 4y=-14 
2x + 3y = -7 2x + 3y = -7 2x + 3y = -7 Sumando 


Ox + 7y = -21 Por lo mismo que antes 


7y=-21 => y=-3 
Sustituyendo en cualquiera de las ecuaciones 
x-2y=7 => x-2(-3)27 => x+6:=7 => x=1 


Imaginemos ahora que, en una de las incógnitas, uno de los coeficientes es múltiplo del 
otro. Por ejemplo: 


- En este caso, encontramos que en las incógnitas “x", el coeficiente de 
ex + 3y =-7 a a A o a E 
6x-2v = 12 la 2% ecuación es múltiplo del coeficiente de la 1% ecuación. Por tanto, 
o de solo habrá que multiplicar la 19 ecuación por -3. 


2x+ 3y=-7 > (-3)(2x+ 3y)=-(-3) 7 => -6x-9y = 21 
6x - 2y = 12 6x - 2y = 12 6x-2y=12 Sumando 


mn 
Ha 


Ox-1lly=33 =y=-3 y Xx 


Y vamos al caso general. Imaginemos el siguiente sistema 


En este caso, todas las incógnitas tienen coeficientes distintos y no son 
6x - 2y = 12 múltiplos unos de otros. Entonces, de forma general, una vez elegida la 
4x + 3y=-5 incógnita (que lo suyo es que tengan los coeficientes más pequeños) se busca 

el m.c.m de dichos coeficientes y se multiplican las ecuaciones por el valor y 
que nos de este m.c.m y con el signo para que sean opuestos. 


A] 


En nuestro caso, elegiremos la incógnita “y”. Los coeficientes son 2 y 3, cuyo m.c.m (2,3) 
= 6. Y como ya tiene signos opuestos, multiplicaremos por 3 la 1? ecuación y por 2 la 2* 
ecuación. 


6x-2y=12 = 3:(6x- 2y) = 3:12 > 18x - 6y = 36 
4x+3y=-5 => 2:(4x+ 3y)=2:(-5) => 8x + 6y = -10 Sumando 
26x+0y=26 > x=1 


Sustituyendo > y=-3 


Y si lo queremos hacer un poco más "a lo basto", bastaría multiplicar la 1% ecuación por 
el coeficiente que tiene la incógnita en la 2% ecuación; y la 2? ecuación multiplicarla por el 
coeficiente que tiene la 1% ecuación, con los signos correspondientes para que sean 
opuestos. 


“M n 


En nuestro caso, si hubiéramos elegido la incógnita "y" coincidiría con los que hemos 
hecho. Y si hubiéramos elegido la incógnita “x" la 1% ecuación quedaría multiplicada por 4 y 
la 2? ecuación por (-6), por ejemplo. 


Nota importante: Esto es algo en lo que muchas veces nos equivocamos a la hora de 
despejar, y es cuando tenemos un signo menos delante de la incógnita 


Imaginemos que tenemos la ecuación 2x -3y = 5 y tenemos que despejar la incógnita 


“í 1) 


y”, que tiene un signo negativo delante. Podemos actuar de dos formas 


1% Despejar directamente la incógnita y.  2x-3y=5 
q. , cambiamos el signo en el 2% miembro, en el numerador y 
=e denominador, para no tener el signo negativo abajo 
_70+2x_ 2x5 
3 3 


2% Pasamos la incógnita al miembro donde aparezca positiva, dejándola sola en ese 


miembro y despejamos 


2x3y=5 2 2x-523y == HE=yoy= E 


Y ahora, vamos a resolver por cualquier método los sistemas incompatibles y compatibles 
indeterminados de los ejemplos anteriores. 


- Vamos al incompatible. Vamos a resolverlo por reducción 
x+y=-1 > -2(x+y)=2:(-1) => -2x- 2y =-2 


2x+2y=6> 2x+2y=6 > 2x+2y=6 Sumamos 
Ox + Oy = 4 


El primer miembro Ox + Oy será siempre O sean cuáles sean los valores que tome x o y, 
ya que los estamos multiplicando por O. Por lo tanto, nunca podrá ser igual a 4. 


Por ello, no existe ningún valor de *x" 0/e "y" que cumplan estas ecuaciones. Es decir, 
no tiene solución, es un sistema incompatible. 


- Resuelve ahora el sistema. Vamos a resolver este por sustitución 


2x-y-3:=0 > y=2x-3  Sustituimos en la otra ecuación 


6x - 3y =9 
Entonces, 6x- 3y=9 >= 6x-3-(2x-3)=9 
ES Sea cual sea el valor de x, el 1% miembro 
0%: +0 será siempre O e igual al 22 miembro. Por 
tanto, x puede ser cualquier valor. 
El valor de "y" 


será el que nos viene dado por cualquiera de las ecuaciones, sustituyendo 
el valor de x. 


Sea Xo una solución cualquiera del sistema, entonces yo = 2:Xo - 3 


ANEXO IV: SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN DE 2? GRADO 


Vamos a obtener la formula de la solución de una ecuación de segundo grado, esa 
_—b+vb"-4ac 
2a 
con letras. Primero un ejemplo, que cuando lo veas, seguro recuerdas como lo hacíamos. 


superconocida  x . Para obtenerla, lo que haremos es lo que ya has hecho, pero 


Imagina que nos dicen que hallemos las soluciones de la ecuación 4x* - 16x + 12 = O. 


Vamos a representar la función y = 4x? - 16x + 12 


El vértice de la parábola es el punto (2,-4) y los 
puntos de corte con el eje OX son los puntos (1,0) 
y (3,0). Por tanto, las soluciones de la ecuación 
sonx=1yx=3. 


ES 


Sabemos que la coordenada “x" del vértice, x, = 


—b 16 a, ¿51 
= = =2. 
xx Y, e La coordenada "y" del 


vértice la hallaremos sustituyendo x = x, = 2 en la 
función. Entonces, y, = 4-2? - 16-2 + 12 = -4. 


Vértice (2, -4). Por tanto, (¿recuerdas?) 


y = 4x? -16x + 12= 4-(x - 2)- 4 > 
4 


4x? -16x+12=0> 4(x- 2)? -4=0 


4x- 2) =4>(x- 2) =1> x-2=+/1=1 
x-2=-1 ó x-2=1 o Ed 
Es decir, si podemos transformarla en una expresión 
x=1 x=3 en la que aparezca una identidad notable, ya lo tenemos 


También podemos buscar esta expresión, buscando ese cuadrado, como ya has visto. Por 
ejemplo, 
4x? - 16x + 12 = 4(x*? - 4x+ 3) 
x? - 4x+3 
x? - 4x+4 =(x-2)* > si le resto 1 


x? - 4x+4-1=x? - 4x + 3 = (x- 2)? - 1 > sustituyendo 


4x? - 16x + 12 = 4(x? - 4x + 3) = 4-[(x - 2)? - 1] = 4-(x - 2)? - 4 > ya la tenemos 


Pues vamos a hallar la expresión de la solución de la ecuación de 2 grado, por ejemplo, a 
partir de la expresión del vértice de la parábola y = a:(x - p)? + q = 0, con vértice (X,,yv) = (p.q). 


Es decir y = ax? +bx+c=0> a(x-p)?+q=0 > 


(x-p)?=-q/a > Y, 


a Y A A 
Vamos allá ax? +bx+c=0 e a y,=a-( Y) eo Y, yr Operando 


Ejercicio. Continua y ya verás como la consigues. Si te es complicado, en la página siguiente está 
la solución. 


by —p? 


ES bb 2h 4ac_—b + 4ac —b + 4ac 
yy245 + + c=— + +* c=— => — + ——— —_— > y,= 
4a 2a 4a 24 4a 4a 4a 4a 4a 


Entonces, 


2 2 
ax?+bx+c=0 >  alx—x,)+y,= alan) pp AOO 


=0 
2a 4a 
2 2 2 A A a 
EPA AO sr Pa Po tac ab 4ac 
2a 4a 2a 4a 2a 


e — 4ac_—b+vb' — 4ac 


= E Ya está aquí. 
2a 2a 2a E 


En los libros suele realizarse transformando en un cuadrado perfecto. La vemos aquí 
ax?+bx+c=0 > ax +bx=-cCc > 


(4a) > 4a?x? + 4abx = -4ac Teniendo en cuenta que 4a2x? + 4abx + b? = (2ax + b)?, entonces 
(+b?) > 4a?x? + 4abx + b? = b?- 4ac 


—b+vb? — 4ac 
> (2ax+b)? =b*-4ac > 2ax+b=+vVb"-4ac > x= > — 


2a 


ANEXO V: Generalización del teorema de Pitágoras. 


Vas a ver que la forma de obtenerlo, prácticamente, lo has hecho. Comencemos con 
un ejercicio. 


Ejercicio. El teorema de Pitágoras dice que en un triángulo rectángulo, la hipotenusa al 
cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de cada uno de los catetos. Es decir, si 
llamamos h a la hipotenusa y c, y cz a cada uno de los catetos, entonces, h? = c;? + co”. 


Además, si en un triángulo de lados h, c; y cz, siendo h el lado mayor, ocurre que: 


h? = c1? +c2?, entonces el triángulo es rectángulo. 


Pero hay triángulos en los que h? >c;?+c.? 6  h*<c;? +c,?, siendo h el lado mayor 
y g q y 
y C1y C2 los otros lados ¿De que tipo son estos triángulos? 


Si piensas y pones en marcha tu "cabezornador”, probablemente serás capaz de decir de 
qué tipo son. ¿De que tipo son? 


Pero antes de razonar estas situaciones, vamos a ver algunas definiciones y resultados de 
los triángulos que son interesantes recordar. 


Angulo interior: Es el ángulo formado por dos cualquiera de los lados. 
Como ves, tenemos tres ángulos interiores A ,B y C ,en este 


caso agudos. 
Cc 


Resultado (que ya sabes): La suma de los ángulos interiores de un triángulo es 180% 


Trazando por B una paralela al lado AC ,el ángulo 
formado por esta paralela y el lado BC es € 
Prolongando el lado AB, el ángulo formado por dicha 
prolongación y la paralela anterior es A. 
Observando, la suma de estos ángulos A + B + C es 
un ángulo llano, es decir, 180". 


Angulo exterior: Es el ángulo formado por un lado y la prolongación 
del otro. Los ángulos 1 , 2 y 3 serían los ángulos exteriores 
del triángulo. 


Resultado: La suma de los ángulos exteriores de un triángulo suman 
360" 
Demostración: 

La suma de un angulo interior y su correspondiente exterior es de 180% = 

A + 1 =180% =180% B + 2 =180% C + 3 =180% > si lo sumamos todo 


A pS A 


Ar1+B+r2+C0+3= A+rB+ Cr 1+2+ 3 = 540 
y como A + B + C =180% entonces 
180% + 1 + 2 + 3 = 5400 
1 + 2 + 3 = 540" - 180” = 360% 


Otro resultado: La suma de dos de los ángulos interiores de un triángulo es igual al ángulo 
exterior que tiene enfrente . Vamos a verlo con el ángulo 2. 


2+ B =180% > 2 =-180%- B 
> A+ B+C=180 > Ac+*+C =180%- B = 2 
D=A*C 


A 


Generalización del teorema de Pitágoras. 


- Primer teorema de Euclides. 
Consideremos el siguiente triángulo acutángulo 
c?= AD ?*+h? y h?*=a?- TD ? 


Por otro lado 
AD =b- CD => entonces 


c?= AD ?+h*=(b- CD )?+ a?- CD *= 


b?-2b: TD + CD *+ q?- TD ?> 


c?= b?*+a*-2:b: CD ¿Y no ves alguna relación con el teorema del coseno? 


Y como c?=b?+* a? -2:b: CTD < b?+» a? entonces 


c?< a? +b? ¡anda, el triángulo es acutángulo | 


Segundo teorema de Euclides 


Consideremos el siguiente triángulo obtusángulo 


C =b+ DA sustituyendo 


ar=h?* DC ?*=c?*- DA ?+(b+ DA )?=c?*- DA *+b*+2b: DA + DA ?> 


a?= c*ó+b?*+2b: DA y vuelvo a lo mismo ¿No ves alguna relación con el 
teorema del coseno? 


a?= có+b?*+2b: DA >c?+b? >am>b?+c?  eltriángulo es obtusángulo 
Pues ya tenemos las respuestas del ejercicio planteado al comienzo. 
Y ya que estamos, un resultado fácil de entender en un triángulo: 


Resultado: La suma de dos de sus lados siempre debe ser mayor que el tercero. En caso 
contrario, sería imposible construirlo. 


Es fácil de entender realizando, por ejemplo, la siguiente construcción con geogebra: 


Podremos construir un triángulo siempre que la circunferencia verde (lado b) corte con 
la negra (lado a) o la roja (lado c). En estos casos, la suma de dos de sus lados es mayor que 
el otro. Si pruebas a que la suma de dos de sus lados no sea mayor que el tercero, no se 
podrá construir el triángulo. 


SUPERANEXO VI SUPERAMPLIACIÓN: 
BREVE INTRODUCCIÓN A VECTORES, PLANO AFÍN Y SISTEMAS DE REFERENCIA 


O. INTRODUCCIÓN. 


El objetivo de este anexo, o como queramos llamarle, no es presentar una unidad didáctica 
sobre vectores, espacio afín y sistemas de referencia. Lo ue se pretende es dar un conjunto de 
conceptos, resultados y ejercicios que introduzca al alumnado en el mundo de los vectores y los 


sistemas de referencia, por la gran aplicación que tiene. 


Esta parte no se trata con el rigor matemático que se debe y cojea de ello. Pero lo importante, 
es que el alumnado comprenda que es un vector, un espacio vectorial y un sistema de referencia. 
Por ello, solo lo aplicaremos a un caso especial de espacio vectorial, R?, y sin entrar en mucho 


detalle. 


No pretendemos que el profesor/a imparta o amplíe todo lo que aquí está escrito, sino que 
sirva de guía y que explique, amplíe o reduzca lo que crea necesario para su alumnado (incluso 


que no explique nada, si cree que no debe hacerlo). 


1. IDEA DE ESPACIO VECTORIAL. 


Sobre el conjunto de los números reales R, hemos definido la suma y el producto que 
cumple una serie de propiedades como la asociativa para la suma y el producto, elemento neutro 
para la suma (O) y el producto (1), elemento opuesto para la suma e inverso para el producto, 
conmutativa para ambas operaciones y la propiedad distributiva del producto respecto a la suma. 
Entonces a estos elementos de R con esta operaciones (R, +, -) se le llama "cuerpo conmutativo” 
y sus elementos se llaman escalares. (Busca exactamente qué es un Cuerpo y verás como R con 


la suma y el producto lo es) 


DEFINICIÓN: PRODUCTO CARTESIANO. 
Sean A y B dos conjuntos. Se define el producto cartesiano de A por B y se escribe AxB, al 
conjunto de pares ordenados (a,b), donde a pertenece al conjunto A y b pertenece al conjunto B. 
En el caso que el conjunto A y B sean el mismo, es decir, Si A=B, entonces AXB=AXA=A* 
Consideremos el producto cartesiano de RxR, como el conjunto de pares ordenados (x,y) con x 
e y pertenecientes aR. 
Ahora, vamos a hacer una correspondencia entre estos 


pares ordenados de RxR y el conjunto de los puntos del 


plano, de tal manera que al par (x,y) le asociamos el punto 


3 32 -1 o 1 2 3 4 


del plano (xy). Fácil 
Por ejemplo, al par (3,-2) > punto (3, -2) A e? 


A partir de ahora, al conjunto de puntos del plano lo 


nombraremos como RxkR. 


DEFINICIÓN DE ESPACIO VECTORIAL. 

Es importante decir que la definición de espacio vectorial es más amplia de lo que aquí vamos 
a tratar. Sin embargo, nosotros vamos a intentar tratarlo de una forma “entendible” y a 
referirnos a un espacio vectorial concreto, R* que para lo que pretendemos, es suficiente. Vamos 


a verlo. 


Cojamos el producto cartesiano RxR que estará formado por pares ordenados de números 
reales (a,b). Llamamos R-espacio vectorial a la terna formada por el conjunto R, una ley de 
composición interna llamada "suma +" definida en el conjunto RxR de la forma +: RxR > R, tal que 


DM] 


(a, b) > a+b ER, y una ley de composición externa "-" producto de un número real por un par 
ordenado de la forma - : R(RXR) > RxR, tal que (a, (a,b)) > (ara,a:b) con a € R, de manera que 
para cualesquiera pares ordenados pertenecientes aRxR y a y p€R (cuerpo conmutativo), se 


verifica lo siguiente: 


A. DEFINICIÓN. Decimos que dos pares son iguales cuando 


(a,b)=(c,d) > a=zc y b=d 


B. DEFINICIÓN. 
- Consideremos dos elementos de RxR, (a, b) y (c, d). Se llama suma de dichos elementos 
como: (a, b) + (c, d) = (a+c, b+d) 
que pertenece a RxR, ya que la suma de dos números reales es otro número real (a+c es real y 


b+d es real). 


- Consideremos un elemento (a, b) de RxR y un “escalar” a € R. Se llama producto de (a, b) por 


el número real a. como: a-(a, b) = (aa, ab) 


que sigue perteneciendo a RxR, ya que el producto de dos números reales (a:a y a:b) es otro 


número real. 


Pues definidas estas operaciones de esta forma, se demuestra que (RxR, +, -R) es un 


espacio vectorial, porque cumple las propiedades siguientes: 


a. Con la suma de pares ordenados (R', +): 
- asociativa > (a,b) + [(c,d) + (e,f)] = [(a,b) + (c,d)] + (e,f) 
- elemento neutro (0,0) — (a,b)+(0,0) = (a+O, b+0) = (a,b) 
- elemento opuesto (-a,-b) => (a,b)+(-a,-b) = (a+(-a), b+(-b)) = (0,0) 
- conmutativa > (a,b) + (c,d) = (a+c, b+d) = (c+a, d+b) = (c,d) + (a,b) 


b. Con el producto de número real por par ordenado (RxR, -R). 
- pseudoasociativa =>  a(p:(a,b)) = a-(p:a,b:b) = (a:p:a,a:p:b) = (a-P)(a,b) 
- distributiva del producto respecto de la suma de pares => 


a-[(a,b)r(c,d)] = a-(a+c, b+d) = (a:(a+c), a:(b+d)) = (a:a+a:c, a:-b+a:d) = a-(a,b) + a-(c,d) 


- distributiva de la suma de pares respecto del producto de números reales => 
(a+p)(a,b) = ((a+p)a, (a+P)b) = (a:a+b-a, ab+b:b) = ar(a,b) + P-(a,b) 
- elemento neutro del producto (1) — 1-(a,b) = (1:a, 1:b) = (a,b) 


A estos elementos de RxR con la suma de pares y el producto de número real por par ordenado 
de la forma anterior (RxR, +, -R) se les llaman vectores. Es decir, si u, v y w son vectores de RXR, 


se escriben ú, v, w y al espacio vectorial RxR lo llamaremos R?. 


De la misma manera se puede extender a (R?, +, >R), .., (R”, +, >R), que son también espacios 


vectoriales. 


Resumiendo, RxR nos va a designar al conjunto de pares ordenados, y le hemos hecho 
corresponder el conjunto de puntos del plano. Tal y como hemos quedado, el conjunto de dichos 


puntos del plano es RxR. 


Cuando a RxR se le dota de una estructura de espacio vectorial, es decir, cumple las 
propiedades anteriores de suma y producto definidas como más arriba, aparece el espacio 


vectorial R? formado por los "vectores del plano". 


¿Cómo? Más adelante lo vamos a ver, pero adelantando algo en un "lugar" que ya conocemos 


Por ejemplo, dados dos puntos 
del plano, A(3,2) y B(5,-1), le 
haremos corresponder el vector 
AB = (5-3, -1- 2) = (2,3) en 


nuestro sistema de referencia al 


que estamos, vamos a llamarlo, 0 1 


acostumbrados. 


1.1. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL. 


DEFINICIÓN. Sea (R*, +, -R) un espacio vectorial. Dados dos vectores de ú y Y este espacio 


vectorial, el vector a: ú + p:v se dice que es una combinación lineal de los vectores ú y V 


Dados dos vectores ú y V se dice que son linealmente independientes si la combinación lineal 
de estos vectores igual al vector 0 = (0,0), solo es posible si todos los escalares a y b son O. Es 
decir,si a: ú+p:v = 0, entonces a. = 0 y b = 0. En caso contrario, si a y/o fp son distintos de 


O, entonces ú y v son linealmente dependientes. 


EJEMPLO. Sean (1,1) y (1/2, 1/2) dos vectores del espacio vectorial (R*, +, -R). Estos dos 


vectores son linealmente dependientes ya que 
1-(1, 1) - 2-(1/2, 1/2) = (0, 0): 


a-(1,1) + p:(1/2,1/2)= (0,0) > a+p/2=0 y a+ p/2=0 con lo que a = -2P. 


Por ejemplo a = 1yP[=-2. 


EJERCICIO. Dado el espacio vectorial (R*, +, -R), probar que si uno de los dos vectores es el 


vector nulo, el sistema es dependiente. 


CONSECUENCIA. ú y Y son linealmente dependientes si y solo si ú es combinación lineal de 


v esdecir, siú =1v,conAg€R,. 


EJEMPLO. Como ya hemos visto, los vectores (1,1) y (1/2, 1/2) del espacio vectorial (R”, +, -R), 


son linealmente dependientes, entonces 


nj 


(.32)=23(1,1) -a= 


EJERCICIO. Calcula un vector linealmente dependiente de los vectores (1, 2) y (3, 4). Prueba 


que estos tres vectores son linealmente dependientes. 


OBSERVACIÓN. Supongamos que tenemos dos vectores ú = (a, b) y Y = (c, d) no nulos y 


linealmente dependientes, entonces uno es combinación lineal del otro: 


(a,b)= 4: (c,d)= (Ac, 1d) entonces a=%c y b=Aid 
Por tanto, a/c =b/d= 1, es decir, sus componentes son proporcionales. 
EJERCICIO. Prueba que los vectores (1, 0) y (0, 1) son linealmente independientes. 


EJERCICIO. ¿Los vectores ú= (1-1) y v= (-11) son linealmente independientes o 


dependientes?. 


1.2. BASES 


DEFINICIÓN. Un conjunto de n vectores ú,,u,........,U, 


n 


pertenecientes al espacio vectorial 


(R?, +, -R) se dice que es Base si: 


1. es linealmente independiente 
2. Cualquier otro vector w € R* se puede expresar como una combinación lineal de 
TA ,U, ,es decir, sea lo que se llama un sistema generador de V. 


EJEMPLO. Probemos que los vectores (1, 2) y (2, 3) pertenecientes a R? forman una Base. 
a. Independencia lineal: — a:(1,2) + p:(2,3) = (0,0) 
ar 2p=0 
20.+ 3p=0 


Resolviendo el sistema se obtiene a=p=0 


b. Sistema generador: 


Sea (a,b) un vector cualquiera de R?. Generará R? si existen un a y Pp tales que 
(a,b) = ar(1,2) + p-(2,3) > 
a+2p=a 


2a+ 3p=b que tiene solución única y queda como ejercicio 


a = 2b- 3a y p=2a-b 


Por tanto, el sistema de vectores ([(1,2), (2,3)) es base y a a y Pb se les llama 


coordenadas del vector (a,b) en la base ((1,2), (2,3)). 


EJEMPLO. Hallar las coordenadas del vector (-5,7) en la base anterior. 
(5, 7) = 0(1,2) + P:(2,3) 
a+2p=-5 


2a + 3p=7 Despejando a y Pp 


a = 2b- 3a= 2-7 - 3:(-5) = 29 y P=2a-b=2(-5)-7=-17 


EJERCICIO. Probar que el sistema de vectores ((1,0), (0,1)) pertenecientes a R? es una base. A 


esta base se le llama base canónica. 


EJERCICIO. Halla las coordenadas del vector (5,3) en esta base canónica. Halla las 


coordenadas del vector (-3, 7) en esta base. 


EJERCICIO. Halla las coordenadas de un vector general (a,b) en esta base. Observa las 
distintas coordenadas y los vectores correspondientes en estos 3 ejercicios, ¿qué observas?. 


Escribe ya, sin hacer cálculos, las coordenadas del vector (8,-4) en esta base canónica. 


OBSERVACIÓN. Los escalares a. y p son únicos y, por tanto, existe una única forma de expresar 


> 


un vector w en la base. 
EJERCICIO. 


1. Calcula los valores de un parámetro k para que los vectores ú=(1,k), v=[k, 3), expresados 


en una cierta base, sean linealmente dependientes. 


RESULTADOS 

- Un espacio vectorial se llama finitamente generado cuando existe un conjunto finito de 
vectores que genera el espacio. 

- Todo espacio vectorial finitamente generado y no nulo, posee una base. 

- Todas las bases de un mismo espacio vectorial finitamente generado posee el mismo número de 
vectores. 

- Llamamos dimensión de un espacio vectorial finitamente generado al número de vectores de 
una cualquiera de sus bases. Se representa por dim V. 

- Si V es un espacio vectorial de dimensión n y B es un conjunto de n vectores linealmente 
independientes, entonces B es base de V. En particular, R? es un espacio vectorial de dimensión 


2. Si Bes un conjunto de dos vectores linealmente independiente, entonces es base. 


EJERCICIO AMPLIACIÓN. Un vector v tiene por coordenadas (2, 1) con respecto a la base 


canónica B = [(1,0), (0, 1)). Determina sus coordenadas con respecto a la base B": ((1, 1), (0,3) 


Super- Ampliación: Busca las ecuaciones que nos permiten relacionar las coordenadas de un 
vector respecto de dos bases B, y B2 de un mismo espacio vectorial. Resuelve el ejercicio 


anterior utilizándolas y comprueba el resultado. 


2. VECTORES Y PLANO. 
Consideremos dos puntos A y B del plano. Estos puntos determinan una recta y a su vez un 


segmento AB . 


DEFINICIÓN. Se define el vector fijo AB como el segmento que tiene su Fs 


origen en A y el extremo en B. Su representación es 


OBSERVACIÓN. Si el extremo coincide con el origen, el vector será el vector nulo. Como ya 


hemos comentado, denotaremos por R* como el conjunto de todos los vectores fijos del plano. 


DEFINICIÓN. Diremos que dos vectores fijos AB y CD llevan la misma dirección si las 


rectas que definen son paralelas. 


Diremos, además, que llevan el mismo sentido si, trazando una recta que una los orígenes 
A y C, los extremos B y D, respectivamente, quedan en el mismo lado, es decir, pertenecen al 


mismo semiplano. 


DEFINICIÓN. Definimos el módulo de un vector fijo AB como la longitud del segmento AB, y 


se denota por LAB] 


Como podemos comprobar, el módulo de un vector nulo es O. 


OBSERVACIÓN. Siempre que se conozca el origen, un vector fijo queda perfectamente 


determinado por su dirección, sentido y módulo. 


DEFINICIÓN. Consideremos dos vectores fijos AB y CD. Diremos que son equipolentes 


cuando tienen la misma dirección, sentido y módulo, y se denota por AB ” CD 


EJERCICIO (Ampliación). Recuerda lo qué es una relación de equivalencia y comprobar que la 


relación de equipolencia lo es. 


DEFINICIÓN. Sea un vector fijo AB. Consideremos todos los vectores fijos del plano 
equipolentes con AB . Este conjunto es el vector libre determinado por AB. Es decir, que AB 


designa el representante de todos los vectores equipolentes de AB . 
Pues, ahora vamos a designar al conjunto de todos los vectores libres del plano por R? y, a 


partir de ahora, designaremos como vector AB al vector libre AB. 


OBSERVACIÓN. La dirección, el sentido y el modulo de un vector libre será el mismo que 


cualquiera de sus representantes. 


RESULTADO. Dado un vector libre AB de R* y un 
punto origen O, existe un único representante de > 


AB con origen en O. 


2.1. EL ESPACIO VECTORIAL DE LOS VECTORES LIBRES 
DEFINICIÓN Definimos la suma de dos vectores libres 


ú y v de R* al vector libre ú+v obtenido como indica el 


dibujo. 


Dado un punto fijo O y el vector libre ú , tomamos un vector equipolente a ú 


OA . A partir de A, trazamos un equipolente al vector v ” “48. El vector obtenido OB será 


equipolente con ú+v. 


OBSERVACIÓN. La suma de vectores no depende del punto fijo O. 
La suma de vectores, tal y como la hemos definido, cumple las siguientes propiedades: 
asociativa, existencia de elemento neutro (vector nulo), existencia de vector opuesto (el opuesto 


de AB esel vector BA ) y la propiedad conmutativa. 


DEFINICIÓN. Definimos el producto de un escalar a. por un vector libre ii 
A 
como el vector libre u + ú +..(k veces)........... + ú =a.ú. Enel dibujo de la sl 
ZÍÁ 


derecha a = 2, obteniendo un vector doble del dado. 


OBSERVACIÓN. El vector obtenido a: ú tiene por módulo a. veces el módulo de ú, siendo, 


> 


además, paralelo al vector ú . El sentido dependerá del signo de a. 


La multiplicación de un vector por un escalar cumple las propiedades pseudoasociativa, 
distributiva de la externa respecto de la interna, distributiva de la interna respecto de la 
externa y neutralidad de la ley externa. Así, (R”, +, -R) tiene estructura de espacio vectorial, y 


se llama Espacio Vectorial de los vectores libres del plano. 


AMPLIACIÓN. Sean ú y Y dos vectores que tienen la misma dirección (paralelos) y tal que 
lu] > |v| Teniendo en cuenta lo anterior, tenemos dos vectores paralelos, tales que existirá un 
escalar a => 1, tal que ú = a: v. Así, obtenemos que ú y Y son l.d. 

Y recíprocamente, dados dos vectores ú y V tales que v=2:ú (ld) con 2 escalar, 


entonces estos dos vectores tienen la misma dirección (paralelos). 


RESULTADO. Dados dos vectores w, y w, de distinta dirección, son linealmente 
independientes, ya que si esto no fuera así, serían l.d. y entonces uno sería combinación lineal del 
otro y, por tanto, paralelos, contradiciéndose la hipótesis. 

Esos vectores w, y W, _son sistema generador de R'. 


Supongamos un vector v de R?. Tendremos que probar que Y =aw, +pw,. 


Para ello hagamos la construcción del dibujo. 


YA 
,y Tomando un punto fijo O y representantes OV ”ú, OW, 
y " W y OW,” w,, tracemos por el punto V rectas 
4 pee a 
paralelas a OW, y a OW, hasta que corten a éstas en 
Wa y puntos V,; y V2. 


2 


11 


— 


De esta manera, existirán un a. y p escalares tales que OV, =a:w, y OV,=bB-w,, 


siendo el vector OV”V. 


Teniendo en cuenta como se definió la suma de vectores, el vector suma de OV, + OV, 


= 00 Ww, +p:w, = OV ” v .Aayp se les llama coordenadas del vector v en la base [ w, , w,) 


De esta manera, dos vectores w, y w, de distinta dirección forman una base de R*. 


EJERCICIOS 
¡E Dada la siguiente figura, expresa los vectores representados en la base [ w, , w, ) 
ty 
0% 
2. Dada la base [w, , w,), halla el vectorú -2 Y con ú =2w, - 3Ww, y V = wW,+2w,. 


Representa los vectores. 


3. SISTEMA DE REFERENCIA Y PLANO AFÍN 


Consideremos la base B = [w, , w,) una base de R? y tomemos el vector ú de R?. 


10 
Entonces ú = aw, +pw,,cona y p pertenecientes aR y coordenadas de ú en la base B. 

Como ya comentamos antes, dado un punto fijo O y un vector libre ú, existe un único 
punto U, tal que el vector OU es equipolente con ú. A este vector OU se le llama vector de 


posición del punto U con respecto al punto O. 
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Por ejemplo, si nuestra base es la base 
canónica ((1,0),(0,1)) y el vector ú es, por 
ejemplo, (3,2) en esta base, entonces el vector 


(3,2) = OU =3-(10)+ 2:(0,1) PES 


Vamos con la definición 
Dicha definición es complicada y se sale de lo que se pretende. Así que nos vamos a quedar con 


lo siguiente: 


Por un lado, dados dos puntos del plano A y B, existe el vector AB de R?. Y dado un vector 


AB deR*, existiran puntos A y B que definan el vector AB , como ya hemos visto. 


Por otro lado, dados 3 puntos A, B y C, y sus tres vectores correspondientes AB , BC y CA 
> AB+BC+CA = 0 

Y también consideremos un punto fijo del plano O y [ú, , ú, ) una base B de R”. Por tanto, 
existirán los puntos Ul1 y U2 del plano, de tal manera que O, U1 y U2 no están alineados (por ser 


B base), tales que OU,” ú, y OU, ” ú,. 


A esta terna (O, ú,, u,) se le llama sistema de referencia afín. En este, dado un punto P de 
plano, existirán números (x, y) que serán las coordenadas cartesianas del vector OP - vector de 


posición del punto P - en la base B. 


A las rectas con vectores directores OU, y OU, se les llama ejes coordenados. 
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Para entendernos en lo que conocemos. Si nuestra base fuera la canónica y el punto O el 
origen (0,0), existen unos puntos U1 = (1,0) y U2 = (0,1), con los vectores OÚ, y OÚ, de 


coordenadas (1,0) y (0,1), respectivamente. 


Entonces, Dado un punto (3,-2) le asociamos el 
vector 


OX = 3 OU, +(-2) OÚ, - vector de posición 


En resumen, Dado un punto X > Xx=0X > 


> 


(x, , x, ) coordenadas del vector x en la base B. 


RESULTADO. Si la base es la base canónica, entonces 
B = ((1,0), (0,11) = (i, j), los ejes coordenados serán el eje de p 


abscisas y ordenadas y tendremos nuestros sistema de referencia 


conocido, con ejes perpendiculares. Además, se cumplen otra serie y, > 


de propiedades. 
3.1. PRODUCTO ESCALAR. y 
DEFINICIÓN. Sea R? un espacio vectorial. AN 


Se llama producto escalar en R? a un producto de 
vectores cuyo resultado es un número real 
RXRÍ>R donde (ú,v)> ú : Y perteneciente mn 


a R que verifica: A, 


Í u:ú>0 si u distinto de O 
ii u- v= v:ú 
ii, UU -(V + w)=Ú:v + UU: w 


iv. ú (a v)= a(ú: v) con a€R 
3.3. NORMA DE UN VECTOR. 


DEFINICIÓN. Definido un producto escalar en R?, se llama norma de un vector ú al número 
real [úl] =/ú-ú (Tiene sentido pues ú - ú > 0). 


> > 


En nuestro plano afín, la |úl| =Vú:ú es el módulo del vector ú , como vamos a ver más 


adelante. 


Si ú y Y son no nulos se tiene lo siguiente: 


DEFINICIÓN. Definimos el producto escalar de dos vectores ú y Y 
uv =|ú|-[v] cos(u,v) 


Definido así, el coseno del ángulo que forman dos vectores ú y Vv viene dado por la 


expresión cos(ú, v)= 


RESULTADO. Dos vectores son ortogonales si  cos(u,v)=0 , lo que implica que su producto 


escalar es cero. 


DEFINICIÓN. Al par formado por el plano afín anterior y el producto escalar definido en R? lo 


llamaremos plano afín euclídeo. 


3.3. EXPRESIÓN ANALÍTICA DEL PRODUCTO ESCALAR EN R?. 


Sea B = (ú, ,ú, ) una base de R” y ú y Y vectores de R”. Se tendrá: 


x,U, + 
End Y1%2 entonces 
x.,Uu 


(por los axiomas del producto escalar) 


OBSERVACIÓN. Por tanto, el producto escalar queda determinado cuando se conocen los 


productos u,ú,. 


DEFINICIÓN. Una base B = (ú,»U, ) es ortogonal si U¡ú,=ú,ú,=0 es decir, los vectores son 
perpendiculares. Una base es ortonormal cuando es ortogonal y además ú,U4,=ú,4,=1 , 


Un vector es unitario si su módulo es la unidad. 


OBSERVACIÓN. Cuando la base B es ortonormal >  ú,ú,=ú,ú,=0 y ú,u =ú,ú,=1; 


Entonces, el producto escalar queda como Ú:V=x, y,+xX,y, 


El módulo de un vector será: lúll=Vú:ú = Y x,x,+ y, y, lall=/x7+ y; 


que no es más que la aplicación del teorema de Pitágoras. 


En el ejemplo de la figura, el vector (2,-3) 


(lll =Y2%+-3$ 


y el coseno del ángulo que forman dos vectores será 


ls ADE 
Y alta ya [xa y? 
1 
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Ejercicio. Calcula el ángulo que forman los 
vectores (4,-2) y (1,-3). 
Calcula también dicho ángulo a partir de lo 


que sabes de trigonometría. 


OBSERVACIÓN La relación ú-v=/|úl|-[[vI]-cos(ú,v) obtenida de la simple definición de producto 
escalar, es la expresión clásica del producto escalar ordinario. En ocasiones suele introducirse el 
producto escalar directamente, suponiendo conocidos los conceptos de módulo, norma o longitud 
de un vector, y el concepto de ángulo. En ese caso, las propiedades que definen el producto 


escalar deben demostrarse. 


NOTA: El módulo o longitud de un vector ú de R* es la longitud del segmento de un 
representante de ú . Se denota por |úl . 
RESULTADO. Si dos vectores son unitarios, su producto escalar coincide con el coseno del 


ángulo que forman. 
EJERCICIO. Prueba el resultado anterior. 
OSERVACIÓN. Dos vectores ortogonales son linealmente independientes 


DEFINICIÓN. Llamaremos Espacio Vectorial Euclideo a un espacio vectorial en el cual se ha 


definido un producto escalar. 
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En particular, el espacio de los vectores libres del plano con el producto escalar antes 


definido es un espacio vectorial euclideo 


DEFINICIÓN. Sea ahora, el espacio vectorial euclideo de los vectores libres del plano con el 
producto escalar antes definido, y donde elegimos una base ortonormal. En este caso, el sistema 
de referencia afín recibe el nombre de Sistema de Referencia Métrico, y a los ejes de 


coordenadas se les llama Ejes de Coordenadas Cartesianas Rectangulares. 


R ) con ú,u,=0 y ju, |=[ú,/=1 . 


mn 
TS 
O 

sy 
px 

Sy 
N 


En física se suele designar por R= (O, 1,j ) (enel espacio R=(0, 1,j,k) 


EJERCICIO. Consideremos el sistema de referencia afín R=(O, U,»U, ) tal que lúl=/2ú, y 


cos( ú,U, ) = 5 . Representar en el plano afín los puntos de coordenadas P=(1,2) y Q=(-2, 3) 


MOVIMIENTO PARABÓLICO 
Si te acuerdas, este movimiento era la composición de 2 movimientos, uno uniforme 
rectilíneo en la dirección del eje OX, y otro rectilíneo uniformemente acelerado en la dirección 


del dirección del eje OY. 
Consideremos nuestro sistema de referencia del plano euclideo £ O,¡í,j ). Un punto de la 
trayectoria vendrá dado por el vector de posición TF(t)=x(t)i+y(t)j con  x(t)=twv,cosa e 
y(t)=tw,sena=> 98 , y donde  V, es el vector velocidad inicial, con 


VIV, 1+V,, j=V,C0s Uri +v,ysena j 


> > 


> > 1 2 > mm > 
En resumen, F(t)=twv,cosa 1 +tv,sena—=> 9] ; V=v,Ccos ¡+(v sena —gt)j d=-9gj (la 


aceleración de la gravedad está dirigida hacia el centro de la Tierra, en nuestro caso, hacia 


abajo. De ahí, el signo menos). 
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Para obtener la ecuación de la trayectoria, despejábamos el tiempo en  x(t)=tw,cosa y 


sustituíamos en y(t)=ev,sena=5gt , obteniendo: 


=V., sen ar-( a Xx 2 xasena 1. Xx En 
di V, cosa? 2 V ¿* cos ax cosa 2% Vicos a 
y=(tana)x===%>-x? > ecuación de una parábola con a < O (cóncava). 
2:V ¿cosa 


En nuestro ejemplo anterior, vo = 36 km/h = 10 m/s y a = 60* y g » 10 m/s”, para simplificar 
cálculos (el valor de g real es de 9,8 m/s?) 


10 


ci ES > Representando 
, *COS 


y=tan60:x— 


oi 1 P 3 4 5 6 


vo cosa x(t)i ? p AN 


(los vectores g y V están solo representados en dirección y sentido, no en módulo) 
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Problema bueno. ¿Te acuerdas de la expresión de la velocidad de salida del agua por el agujero? 


Su expresión era v=yY2gh ,donde "h" era la altura del agua en el bidón. 


En este caso, la velocidad de salida del agua será 
la velocidad Vo de la trayectoria que siga la 
partícula de agua. Será un vector que solo tendrá 


> 


componente x, es decir, V,=v, 1 


Primero: haz una tabla de velocidad para 
diferentes alturas. Por ejemplo, para alturas de 1m, 


75 cm, 50 cm, 25 cm, 10 cm, 5 cm, 2 cm y 1 cm. 


Segundo: para cada una de estas velocidades, 


calcula la el alcance horizontal y la trayectoria que 


sigue el agua. 


Tercero: para las distintas trayectorias, ayúdate de geogebra y las representas en una misma 
gráfica. ¿Llegará un momento en que la trayectoria se asemeje a una recta?. Razona tu 


respuesta. 
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